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LECONS 

SUR 

quelques Equations fonctionnelles 

AVRC DBS 

APPLICATIONS A DIVERS PROBLEMES D’ANALYSE 
ET DE PHYSIQUE MATHEMATIQUE 


CHAPITRE I. 

premieres Equations fonctionnelles. 
Elements de geometrie non euclidibnne o 


I. - LIQUATION f(x) +f(y)=f(x+yh 


Une des premieres equations fonctionnelles qui aient 6te 6tudi6es, 
paraitetre l’equalion, d6ja rencontree par d’Alembert, 

<0 /(■**) ~f(y)-f(x+y)> 

oii x ely d£signent des valeurs arbitrages de la variable. Cauchy a, le 
premier, d6montre que, si Ion suppose la solution continue , elle est 
forcemeat de la forme 

J '( x ) — C.r, 


Celant une eonstante arbitraire. 

On peut, en effet, ^tablir de proche en proehe a partir de la rela¬ 
tion (i), la relation 


qui devient 
si Pon y fait 


J\x x ) ^ ... f{ r „) - f^JC X .... 1 x n ) 
f{n.r) ~ n f(x ), 

.r, .r 2 -- .r. 


0) Ce Cliapitre a resume dans 1’ariicle suivanl : E. Pigaiid, Deux lemons sur cer- 
laities equation v fonctionnelles et la geometrie non euclidienne (Bulletin des Sciences 
Mathematiques , 1922 ). 
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CHAPItRE t. 


On aura ensuite par des transformations £videntes, n et p Slant des 
entiers positifs, 

de sorte que, pour toute valeur positive et commensurable de .x, on a 

/(.r) - C.r , 

quelles que soient d’ailleurs les hypotheses faites sor /*. Si I on suppose, 
en outre, que f est continue, on aura evidemmenl 

f(x) — C.r, 


pour toute valeur positive de x. 
On a d’ailleurs : 


A") °> 

puis 

/<•*)-+* A— r ) /(<>) —o, 
JX — x') ~ — /*( ./•) -- C(— ,r), 


de sorte que la solution est 

J\ •'’) -- C.r 

pour toute valeur dc x. 

Deux cas, ou Ton peut se passer de Phypothese de continuity, out ete 
indiques par i\f. Darboux. 

Su/tposo/ts que J (x) soil constumme/tf <lu 'tigne tie x. 

1/equation (i) montre cjue 

/< r +-J j - /( r ) +A y) >f { r] si y ' 

c*cst a-dire que j (x) est croissante. 

Suit alors x une valeur incommensurable de la variable; on peiuj 
l’approcher par les nomhres ~ et - 


on aura alors 


P 

~I 


< s < 


tL±l 
v . 


f A-) =/(f) </ ( x)</(«ii) 


Pj±l 

l l 


A 1 >• 
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Comme on peut prendre des valeurs aussi approchees que l’on voudra, 
on voit qua 

f\ ,/• > ™ Cx. 

Si dans an intervallc (oc, (3) arbilrairement petit , la J'onction est 
borate en modules, on ]>eut affirmer qa'elle est epale a Qx pour 
toute valeur de x . 

Consid6rons, en eflfet, la fonction auxiliaire 

+ (.r)=S(s)-s/( i). 

On a 

*(?)-•■ 

cl il est evident que ^ satisfait elle-mcbne a l’equalion fonctionnelle (i) 
et reste born6e en m^mc temps que f dans Fintervalle (a, (3). Donnons 
a y dans cette Equation une valeur commensurable; il vient 

ty(s-hy) -ty(-r). 

Ltantdonnee une valeur quelconque de x , on peut, par addition ou sous- 
traction d’un nombre commensurable, obtenir une valeur comprise 
entre a et (3. On voit done que <]> prend dans 1’intervalle (a, (3) toutes les 
valeurs qu’elle est susceptible de prendre. Supposons alors que ip puisse 
avoir des valeurs autres que z£ro et soit 

-- a A <>, 

nous aurons 

^(fJLX'o) --- ~ ,U<7, 

;jl elant un nombre commensurable quelconque pourra done prendre 
des valeurs arbitrairement grandes et ne pourra se trouver bornee dans 
(x, (3). Ceci est contraire a l’hypoth^se. On aura done partout 

<K*) = o> 

f(x) = xf( i). 

Le cas general ^etudi6 par Hamel et par M. Lebesgue) est beaucoup 
plus complexe. [./existence de solutions totalement discontinues a ete 
montree par M. Lebesgue (*). 

A cette equation se rattacbe liquation 

J\ r)fO ) =/(* )• 


(‘) U. Lkb&suuk, Stir les transformations ponctuelles transformant les plans 
en plans (Academic des Sciences de Turin, 1906-1907). 




4 cHmm t, 

dont 1ft resolution est immediate. U suffit de prendre les logarithmes 
pour se ramencr S (i) ct l’on trouve ainsi 

/(i ) = <**•. 

Ce changement de foaction est d'ailleurs toujours possible puisque 

/(-).= [/(f)J l> o. 


II. - LIQUATION f(x) ~h/(/) «* f(x -4-7) ET LE PROBLEME 
BE LA COMPOSITION BES FORCES. 

En s’appuyant sur les r£sultats precedent*, M. Darboux (‘) a donnc, 
de la r&gle de composition des vecteurs, uiie demonstration geoin£- 
trique nScessitant un minimum d’hypolheses. Les hypotheses de depart 
sont les suivantes : 

A. Un sysleme de vecteurs concouranls en un point O admet une 
resultante unique el bien determine passant par O. Uoperation 
(addition geom^trique) qui fournit Cette resultante est associative et 
commutative . 

B. Ltaddition geometrique se reduil a l y addition algebrique pour 
des vecteurs ayant m&me direction . 

G. La resultante forme avec les vecteurs un systCme invariable 
dans une rotatioh quelconque autour de O. 

Cette derni^re h)pothese est, en somme, destinee a l6gilinier les 
raisonnemenls « par raison de svm^trie ». 11 en r6sulte : 

1 " Que la condition necessaite et suj/isante pour que deux vec¬ 
teurs aient une resultante nulle est quits soient egaux oil opooscs. 

2 ° (Jue la resultante de deux vecteurs est situee dans lent plan . 

Geci pose : soient deux vecteurs P et Q. Nous* prendrons pour Ox 
et O/les supports respectifs de ces vecteurs; Os sera perpendiculaire 
au plan xOy et supporters un vecteur uaitaire U. 

La resultante de U et P sera d£finie dans le plan xO z par $a direction 
fonction uniquement de P : 

,r ^ 3/tP). 


(*) G. Darboux, Bulletin det Scienrei mcith, t i r * serie, t. I\, »87 p, .»Si), 
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En somposaiH avec Q cette r&wltante. on obuendra la resultante totale 
$ea trois vecteurs; cette resultante sera done dans le plan 

'*>*/< P). 

Elle sera pour la m6me raison dans les plans 

(dans la deuxi£me equation, p.'definit la resultante de P et Q dans le 
plan xOy). 

Fig. i. 



Ges trois plans devront £tre concourants, en vertu de l’h>poth6se A, 
et Ton aura, par consequent, 

K /(p) 

La direction de la resultante de P el Q esl done donnee par 

i /< j 9 > 

r /m 

Si Ton porte sur O i : f( P) et sur O y : /(Q), la resultante de P et Q 
aura meine direction que la diagonale du parallelogramme construit 
sur/(P)et/(Q). 

Soit R, la force opposee a la resultante R de P et Q. Les trois 
forces P, Q, R, ontune resultante nolle de sorte que chacune d’elles est 
en direction opposee k la resultante des deux autres. 

Portons sur OP : OV=s/(P); sur OQ : OB=/\Q); sur OR, : 
OC=s/(OR r ) = /(R)et construisons les parallelogrammes. OR, elOD 
out niSme direction, ainsi que OA et OE. 

On voit que 


on a nii = or. = j{ H; 
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La diagonale du parall6logramnie construct stir /(P) at /(Q) a pour 
valeur/(R). 

En vertu de Phypoth^se B, si Ics vecleurs P el Q ontm6me direction, 
on a 

H - V ~h 0 5 


Fig. a. 



On a aussi 

/(R ) - OD - OA -4- OB -=/( P)-f-/(Q), 

et Ton voit que 

/(!> + Q) -/(P)^.AQ), 

c’est precisement 1’equation fonclionnelle (i). 

Si Ton suppose/continuq (ce qui signifie que la resultante doil \arier 
<le fagon continue en grandeur et direction avec P et Q) on sait que la 
seule solution est 

J\V) CI\ 

ce qui montre que la figure O, P, Q, R est homoth^tique dans le 
rapport C de la figure O, /*(P) f f( Q), /(It), ou encore que R est la 
diagonale du pftraUehgramme construit stir P et Q. 


III. - LIQUATION f(x- t- y)-\ f(*—y) = *f(x)f(y) ET LE PROBLfcME 

DE LA COMPOSITION DES FORCES fiGALES DANS L'ESPACE EUCLIDIEN 
OU NON EUCLIDIEN. 

1. Nous allons traiter maintenaul sous un autre point de vue le pro- 
bleme de la composition des deux forces 6gales. Ge probleme a conduil 
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Poisson ( 4 ) & liquation fonctionrielle toute differente de la p> emigre, 

<») /(* -*-/(* — y) ~*f(x)f(y)- 

Les hypotheses de Poisson, bien que n’etant pas nettement formulas, 
sont, au fond, les monies que celles de Darboux. 

Soient deux forces egales P port£es par des droites faisant Tangle 2 X. 
D’apres les hypotheses faites, la r£sultante sera dirig^e suivantla bissec- 
trice de Tangle des deux forces et aura pour valeur 

R=/(P, x). 

Des hypotheses A et B resulte que, si P est la somme de deux forces P t 



et P 2 ayant mdme direction, R^ sera la somme de la r£sultante R 4 des 
deux forces P 4 et de la resultante R 2 des deux forces P 2 . 

On a done 

/(Pi + P 2 , x) =/(Pi, *)-h/(P 2 , *), 

ce qui, d’apres Tetude precedenle, montre que 

\ * /(P, #) —/(1 3 j: ) P. 

Avec un l6ger changement de notations nous pourrons £crire 

H = *2 P f('r). 

D’une fa$on gen£rale il en sera de m£me dans tous les raisonnernents 
qui vont suivre : chaque fois que nous aurons k exprimer une force par 

(*) Traite de Afecanique, t. I, a' Edition, p. 45. 
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une fonction arbitraire d’une seule autre force P, fa fauction arbitrairc 
sera tin eat re et homogene en P. 

Considirons niaintenant P' comme somme de deux forces egales A\ 
et A' a faisant avec P' le m£me angle y. Faisons de mime pour P". 

P 

La valeur commune de A',, A' # , A*, A" sera —r- 

*j\y 

Composons A\ et A'[ : la rgsultante vaut 


H, = 2 


*f(y) 


A*—y)> 


de m^me R a r£sultante de A 2 et A" vaut 

p 

H 2 — a— Ti — ~\f( x + 

Mais d’apres l’hypothese A on a 


c’est-a-dire 


H ^ H, + 


y~-- ) lf(. JC ^7) -t/(■'■— 7)1 - fi-r) 


et nous retombons sur l’equation fonctionnelle annoncie 

(*) f(-* --y)’ A ~f{*—y) = *fix)fiy)- 

On connail deux fonclions qui satisfonl a cette equation : ce sont les 
fonctions cos a:r el ch ax. Nous verrons d’ailleurs cju’il n\*n existe |*as 
d’autres. 

Si les forces font entre elles l’angle tt, la result mte est nulle et Ton a 

K.) ■ 

Dans le cas actuel, seule la solution cos ax ou Ton fait a — i pourra 
convenir : on prendra done 

/*( ./• > .= ros ,r, 

ce qui. au point de vue geomelrique. sc traduit encore /><tr hi regie du 
l>finttlr/o<>rttinme. On pen I niaintenant ctendre cclte regie a des forces 
quelconques de l i fa^.on suivante. 

Prenons pour conunencer des forces rectangulaires : 

Menons p.irO la par.illelc a PQ el construisons les p irallelogrammos 
OIPjri. OlOy ; ce soul des losanges ear Ol IP IQ. On petit d’apres 
re qui precede remplacer OP par 0/> el Ol qui l’admettonl 


comme 
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rgsuitante; de memo OQ est remplac6 par O q et 01; Op et O q se 
detruisent, 01 et 01 admettent pour r^sultante OR, c 7 est-a-dire encore 
la diagonale du parall6logrammc construit sur les deux forces. 


Fig. 4* 



Passons & deux forces quelconques : 

Conslruisons le parallelogram me OPQR et menons par O la perpen- 
diculaire a OR. 

On pout remplacer OP par Op' et O p" qui Padmettent commo rGsul- 



> R 


tante, et OQ par 0 q et O q . 11 resulte des propri£tes g^ometriques 
evidentes de la figure que Op 1 (*t O q' se detruisent et que Op" el O q" 
onl pour resultant!* OR e<* qui etahlit le resuitat annonce. 

2. Passons niainlenant a l'etude de liquation elle-meme : 

On a d’abord, en y faisant x ~ o, 

>Aj ) -> A" *f\yh 

/(<>) •; 

puis, a 6tant une valeur numerique don nee de la variable, on a pour 
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X = a rly ™ (a, 

o) /[(*-+->)*] = ••»/(*)/(*“)-'-/[(*—i) a i (* = i» 


et pour X 


2/ 




(/ = i* 2, 


, 


Kemarquons que, ces relations se d^duisant uniquement du fait que 
/ satisfait a liquation ( 2 ), et les fonetions cosa# etch ax satisfaisant 
a cette Equation ( 2 ) qui est leur formule d’udditinn bien connue en 
trigonom^trie, ces functions (cos*et ch) salisferont a (1) et (II). On aura 
par exemple, 9 elant une valeur numerique de la variable, 

(F) cos[(i -4- i)0] = 2 cosO cos(*0) - 4 - cos[(i — i)0] (i — 1 7 >, ..., k } ,. .), 

(T) ch[(i -h i)0] = 2 chO chftO) - 4 - c»it(/— i)81 (i^i,v, k, ...), 

et les relations (IF) et (II 7 ) analogues a (II). 

a. Supposons alors qiCil existe une valeur positive a de la variable 
telle que Von ait 

/(*)<!, 

on pourra poser 

/(*).*= COS 0 , 

et de la eomparaison des groupes (I) et (10 on d£duira de proche en 
proche pour m entier 

f(mct) = coH//tO. 


On d6duit de m£mc, de la eomparaison de (11) et de (IF), 



En combinant ces deux egulil£s, on voil que 



Si Ton suppose en outre quey'soil continue, comme une valeur incom*- 
mensurable de x peut 6lre encadrgo entre deux valeurs arbitrairement 

voisines de la forme on voit que Ton aura pour toule valeur de x 


f( x a) cos.rO 
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OU* 

e 

J{y) ~ cos - y = co nay (avec y = xv.). 

Remarquons que nous somnu's duns le cas du probl&me examine tout a 
l’heure puisqu’on avail =o, 

b. Si Ton suppose au contraire quil existe une vafeur a de la 
variable telle que 

/«*)>«, 

les autres hypotheses reslant les memos, on pourra poser 

f( x) = ch 0 ; 

un raisonnement exaetement pared montrera que 

, 10 

J(y) — cl i - y m ch ay 

« 

pour toute valour de y. 

Les deux solutions ainsi trouvees sont, avee la solution banale 

/(*)= 1 1 

les deux seules quo V equation propos&e admette sous les hypotheses 
fa itos. 


3. La solution, on cosinus hyporbolique trouvo son emploi dans un 
probl&mc do slatiquo non ouclidiohne. ou Lon est aineng aussi a 1’equa- 
tion ( 2 ). 

Rappelons certaines definitions etcertains resultats de la geometrie do 
Lobatchewsky. 

Dans cotto geometrie, si Ton so donne line droite A, les droites 
quo Lon peut monor [)ar un point O exterieur & A peuvent se par- 
lager en droites secantes et non secantes de A. Cos deux categories 
sont s6parees par deux droites paralleles a A. 

Dne droite D parallele en un point a A, conserve ce caractere en tous 
ses points eUrgriproquement A est parallele a D. 

La thgorio de la mesure d(‘s angles est la rn6me que dans la geometrie 
ordinaire. 

Les lignes Lrigouoni&riques ordinairos ou hyperboliques soul definies 
par lours developpements en serie habituels, de sorte que les relations 

connues outre cos lignes restont valables; lo nonibre * est delini connne 
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le plus pelit z6ro positif do la fonclion cos#; Tangle droit est un angle 
6gal a ~ • L'angle form6 par la perpeudiculaire OH abaiss^e de O sur A, 
aveo nor des paralleles menees par O a A depend de la longueur OH. Oil 


Fig. 0. 



Tappelle angle de parallelisme et on le designe par la notation 7r (Oil). 
Cet angle est inferieur a - • 11 ne lui est £gal quo dans le cas de la geome- 

trie euclidieime, les deux paralleles etanl alors eonfondues. 

Dans ces conditions, le probleme de la composition de deux forces 
eoncourantes egales se resoudra exictemen! eomme en geometric eucli- 
diemic et nous serous conduits an m£me r£sullat. Parcontrelesraison- 
nemeiits par lesquels on passe an cas general, ne soul plus valables car 
ils s*.ippuient sur le postulat d’Eurlide. Voici comment on peul faire 
Textension (‘). 

Soicnt deux forces P et Q reetangul lircs, R leur r^sullanle, a Tangle 
de OP <>i do OR. 

R el a 6tanl donnes, P et Q sont evidemmeni determines 

v r.(K, a), 

Q - H(K, a), 

D’utie remarque faite plus hint resulte que 

V It a), 

O Jt //(a). 

Cherclions u determiner g e4 h. 


( 1 ) Nous nous placons ici au meinc point de vue que M. Andrade dans son ties inte- 
rosani Ouvra^e sur les principes de la Meeanique (Jules Andrade, Legons <ie Mtica- 
nique physique, id«j8). 
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L’hypothese G nous donne 6videnunent 



Prenons la s>m6triqtie de R par rapport a OP. Cette force pent £lre 
remplac6e par une fofre OP et par une-force OQ* qui est 6videmment 


Fig. 7. 



oppos^e a OQ. 
cVst-a-dire a 

niais e’est nussi 

On a done 

II en r6sulle 


Li r^sultanle des deux forces R est done 6gale & 2 OP, 

'H *(*), 

) H cos a. 


K (a ) — cos a. 


//(a) 



- sill a. 


Ainsi se trouve traite le probleme de la decomposition d’une force 
suivant deux directions reclangulaires, e’est-a-dire an fond celui de la 
composition de deux forces rectangulaires en g6ometrie non euclidienne. 


I. Venons-en au probleme suivanl : 

Soil AB une droite dans un solide plan et soient AP, BP deux forces 
egalcs perpendiculaires a AB appliquees a ce solide. « Par raison de 
symetric » la rgsultanle sera appliquee au milieu 1 de AB perpendicu- 
lairemenl a AB. Sa valeur sera de la forme 

It _ >P <!>(/>)- 

d’apres une remarque laite plus haul, Q*(p) est une fonetion a determiner 
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de la demi-distance p de A et B. Nous ne cliangeon* rien an sysleme 
en ajoulant les detix forces egales \F et BF et en remplaganl AF et AP 


Fig. 8. 
S 



par leur resultante A;*; de meme pour BP et BF. Nous aurons 

r / mu y t - -- • 

sin y 

La resultante des deux forces r appliance en S sera 

K - ? r co* — > // ~ ^ i 

• Miia 

la signification de etanl evidenle sur la liguie ( nous vrrrons dailleuis 

que Bon n« f 

On tire de ce qui precede 

. cos [i 

x Mil a 

Cherchons maintenant une equal ion fonctionnelle (jui nous permelte 
de determiner <!»(/;). 

Portons sur AB les longueurs IA' = IB' — // el chon lions de deux 
fagons diflferenles a exprimer la grandeur de la resultante R des qualre 
forces P appliqu^es en A, B, A' et B'. 

Nous designerons par U£s. (F,, F 2 ) la resultante des deux forces F,, F t . 
On a 

lf*s= Hes.[ VP, M*]~ Hes.[A'P, BP] 



el aussi 
d'ou 
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U = IUs.[Res.(AP, A'P), He*.(BP, B'P)], 
iP<J>(' p) -4- jl’ <t>(/>')= 2 Res.(AP, A'P)4> 

Fi g* 9- 
P 

1 BE 


i 5 





Y \ 

f ’ ' 

r 1 


„ __ P + P* : 


y 




En posant 
il vient 

<P (x *i - y) -+- <l> (x —y ) -- 2 4»(x) <t>(y). 

On retrouve done encore ici l’equation ( 2 ). Supposons alors que I on 
ait pris K tel que a soit egal a l’.mgle de p.irallelisme 7 x(p)] alors £ est 
mil et il vient 


*00 


1 >*« 


sinf *(/>)] 

ce qui montv e que la sen fa solution qui soit ici acceptable cst 

*U l ) -ell | 

(A estune constante que V on peut supposer positive et qui a les dim« n- 
sions d’une longueur). 

Faisons quelques remarques : 


On 


a 




, #v , cos 8 1 . p 

(4) c lM p) ~ - r -■ -. — ch ” 

sin a sin[ />)] a: 2 

ensemble de formules qui nous sera tres utile par la suite. On en 
deduit par un calcul simple la relation 




qui deter Aline 7:(/>). 
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Lc cas de la geometric euclidienne correspond a k = -f- oo. 
On a alors 

X{p) - #(/>) ™ I. 


2 ° On a : 


cos'} ^ 

sin a 



sin a, 



ce qui montre que dans un triangle rectangle la soinme des angles est 


Fig. io. 

B 



A C 

inferieitre a 7 T; celle propriety s’etend a un triangle queleonque; on a 
en elFel: 

A ■ H,< r -, • H. , r ‘, A H C< 

> 2 

3° Nous d^monlrerons ult^rieureinent que deux droites « non secantes » 
ont loujours une perpendiculaire commune. Le probleme qui vient d’etre 
etudie est done eelui de la composition des forces egales portees par 
deux droites non s^cantes. Le point de rencontre de deux telles droites 
est imaginaire; il est naturel que 1’equation fonclionnelle correspondant 
an easreel se represenle, el m£me que la solution devienne le eosinus d un 

angle imaginaire l ~~ e’est-a-dire le eosinus hyperbolique de ^ Le cas 

ou Tangle est mil rVsl-a-diiv ou les deux droites sonl piralleles, n’a pas 
et£ examine. On pent penser (jue duns ee <\;s intermedium*, 1» fonction 
par laquelle il faut multiplied le double de la force, pour avoir la resul- 
tante, sera egale k la solution intermediate <!>(/>) - i. (Test ce que 

nous ntlons demontrer. 

Prenons deux droites AP, HP parall&lcs a une troisieme IS dans la 
me me direction ( i ), el telles que sur une ni6me perpendiculaire AB a 


( l ) (lela signilic somme toute, que At’, HI'. IS $nt un point commun & I'infini. AP et 
HP sont alors paralleled. 
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cctte troisieme droite on ait 

AI = IB — p. 

La r6sultante sera sur IS par raisbn de sym£trie. 


Fig. 11. 



Rempla^ons AP par les deux forces : P cos [tt(/>) j dirigee suivant IA 
et Psin[ 7 r(/>)) dirigee suivant la perpendiculaire en A & AB : faisons de 
m&me pour BP. 

Les deux forces suivant IA so detriment; les deux autres auront 
sur IS une resultante egale a 

H .•: <1* sin[ r.( />) ) cli 

mats 

eh £ =_ 1 • 

on, a done bien 

K — 2 P. 


IV. - LES FORMULES FONDAMENTALES 
DE LA TRIGONOMflTRIE NON EUGLIDIENNE DtDUITES DES FORMULES (4). 

Nous avons cent dans la premiere remarque du precedent paragraphe 
les fonnules : 


r sin a sin [*(/>)] A 

On peut en deduiVe, pour la trigonometric de l’espacr de Lobat- 
chewsky, des fonnules analogues a celles de la trigonom6trie ordinaire. 


PICAR1> 


2 
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Nous admettrons les relations faciles a glablir 


<*) 

( 6 ) 


cli*.r --- i f- sh* jc; 

{ s\\(jt -4-y ) sli«c chy' -4- shy ch-ar, 
) sh( o' — v) — s1i.r ch v —, ,sh/ ch jc, 


et les analogues pour les ch. 

Ceci pos£, soit pour cornmencer un triangle ABC rectangle en A. 


Fig. i2. 
C 



AI est la hauteur relative a l’hypot^nuse. 


Bosons # 

\C\\ ~ y» 

MIG - 

P, IAC ~ |o., 

1AB — a. 

Nous aurons 




AH cosy 
° ‘ A "" sia?’ 

cl ‘ T = 

cosy HI 

~ -T- t ch — 

sih|jl k 

cos A sinu 

sin f j sin [ J > 

d’ou 

. AH 

ch T 

k f 



Le triangle BA1 n’a rien de special et Ton a par consequent dans tout 
triangle rectangle d’hypotenuso a : 

(7) rli j ch ^ch p 1 


c'est l’analogue du theoreme de Pythagore que Ton relrouverait en 
faisant 

k i 1 < 

et k ■ = oo dans les developpements en serie des deux mem Lu es. 
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De (5) et (4) on tire* en reprenant le triangle ABC, 

^ _ cos 2 ? _ i — (sin* p -4- sin 2 y i 

k sin 4 y ~ sin*Y 

et de mrnie 


On a d’autre part 



511 f = —— -75 —:—-— 

k sm 2 psin 2 Y 

1 

sin 2 p sin- v 

on tire de la 


sh ~ sin p sin y = 

. h 

- si, - k 

sin y = sh ~ sin (5 
A 

ou 


a 

b 

V 



sh y 

Shy 


k 

k 


- zzz 

-- 

:zn —- • ' 


i 

sin ^ 

sin y 


sh 2 f — 1 — (sin 3 ft -4- sia 2 Y) 
k sin 2 3 


sh 2 ~ = cos 2 y ch 2 ~ — i, 
k kk 


cos 2 B cos 2 y 


i — (sin 2 B -f- sin 2 y) 


Etant alors donn6 un triangle quelconque, enle decomposant en deux 
triangles rectangles, on demontrera facilement la formule 


(8 » 



"ill \ 



sh 


O 

k 


sinli sin(i 




analogue a urn* formule hien connue de trigonoinelrie ordinaire. 

Donnons pour finir la formule qui correspond, dans la trigonometric 
ordinaire, a la fornmlc 

(>* z=z a 2 f- e -— >ac cos IJ. 


Prenons un triangle quelconque ABC et abaissons la hauteur Al. 

Fig. i3. 

* A 



Posons 


41 = p, HI = «. 


BA! = 6. 



CHAP1TRE I. 


uo 

On a dans AIG 


i f} a a ~~ 

• ch a =- ch —r 



et d'apres la fornmle d’addition des cli 

cl * i = *'• I [«*» j*- h £—'*■ X'* 11 £-] ■ 

Mais on a dans ABI 


d’ou 


ch“ c, ,f- c hj. 


b a v a , a m 

ch 7 - ch . cli , — Mi 7 Ml - cli T * 

k A A k k k 


Or, en vertu do (\) 
en vertu de (8) 
el par consequent 


(1 cos B 
A ^ Tn'O ’ 


^li * — sl> ^-sinO, 
k k 


a . i , c 
sh 7 eh f — sii 7 eo** B. 


A A: 


d’ou, enfin, la formule cherch£e 

(9) 


cli 7 = <'ll 7 “ C 11 \ — Ml T Ml 7 ('O', B. 

A A A k A 


qui a beaucoup d’.malogie avoc Li formule bien connuede trigonom6trie 
spherique 

b a c a . r t4 

coh ^ - cos cos -H sin ^ s»n cos II. 

11 suffit, d ailleurs, de poser 

It - fk 

pour passer d'une formule a Pautre. 

On pout done dire quo, formellcment, la trigonometric de Lobat- 
chewsky est identufue a la trigonometric sur une sphire de rayon 
imaginaire . 
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V. — IMAGES DE LA GfiOMfcTRIE NON EUCLIDIENNE. 

IMAGE PLANE. 

1. Donnons-nous un svsteinc <J axiomes caracterismt lesproprieles do 
figures simples (droites, circles, etc.) dans uno geometric* non euclidienne. 
S il est possible do trouver dans un espace euclidian un systeme de 
figures satisfais.int a ces axiomes on pourra, a toute proposition de la 
geometrie non euclidienne en question, fain* correspondre une propo¬ 
sition de geomelrie euclidienne, ce qui permettra dans les raisonnements, 
d’avoir recoilrs a notrfc intuition habiluellc de Fespace. Le systeme 
euclidien ainsi construit sera Pimage du s\st£me noneuclidien d’ou Pon 
est parti. Nous allons donner une image* de la geom6trie‘de Lobitchewsky 
dans le plan d’abord; puis dans*l’espace a trois dimensions. Nous desi- 
gnerons par des carac teres gras l’element de Pimage qui correspond 
a Pel6ment non euclidien port int le mime nom. Ainsi <( droite » voudra 
<lire : image (Pune droite non euclidienne, alors que « droite » conservera 
son sens h ibituel. 

Nous definiroits pour commencer le groupe des deplacements en elu- 
diant sommairement ses proprietes 

II faudra 6videmment qu'un tel deplacement transforme Pespace en 
lui-m&me. 

Nous aurons ensuite a definir la droite et la distance rectiligne de 
deux points ou longueur de la droite qui joint ces points. 

Pour lggitimer ces definitions, il sera necessaire de montrer : 

I. que la distance est additive /four trois points stir une droite. 

II. Qu'un dbplacement transforme une droite en une autre droite 
et laisse invariante la longueur d 1 un segment de droite. 

Ill* Quetant donnes deux segments de meme longueur, il e.risle 
a a rnoins un dgplacement qui les aniene a coin cider . Nous diions 
que deux (els segments sont egaux. Nous aurons ainsi demontre 
leprincipe de superposition. Nous pourrons ainsi definir des figures 
Ag&les. Ce seront des figures, superposables par un deplacement. 

Il restera onlin a 6tablir que Pimage ainsi construite satisfait a tons 
les axiomes de la geometrie de Lohatchewsky, c'est-a-d ire a eeux 
de la geometrie euclidienne , sauf en ce qui concerne celui des.paral- 

liles . 
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L’espuce dans lequel nous nous plaqons est un demi-plan; en prenant 
des axes rectangulaires Ox et O )*, ce sera, par exemple, le demi-plan 
situe au-dessus de O.r. Nous definiroris le deplacement par une trans¬ 
formation dans le plan de la variable complexe 

* z — x 4- iy. 

Cette transformation est 


aver 


ad — hr ~ i . 


a, b , e, d £lant d’ailleurs reels. 

Nous d6signerons, jusqu’a la tin du Ohapitre, la quantile conjuguee 
d’une variable complexe par la m£me notation que eette variable en 
l'afTectant de l’indice o. 

De la relation 

X + , Y =-. '!±£±llli± 
c( r 4- t y \ 4 d 


on tire immediatement 


(•> ) 




_ y _ 

( r z -4- //) (f 3o 4 d) 


_ y 

(rx 4 - d)' 4 r\y - 1 


on voit que si y est positif, \ l est aussi ce qui montre que la transfor¬ 
mation Iransforme bien en lui-m£mc le demi-plan supericur, l ? a\e O r 
se correspondant ainsi a lui~m6me. 

Un lei deplacement depend d’ailleurs, tout eomnie le dgplanement 
euclidien de trots para metres arbitral res. 

On voit aisement que ies expressions 



y 


di» 

y- 


( ds* -=■= dx l 4- d) 1 ; d.c dy) 


sont invariantes par un de.placement. On a en efl’el 

ds~ dx- -+- dy- = dz dz 0 . 
dS- — d'L d7. q, 
ad — hr, , dz 


dA 


dz = 


et 

O) 


</S* = 


(r z 4 </) 2 (r z d) 1 

ds* 


(cz 4 (f)-l rZa-4- d )'- * 

En comparant avec ( 2 ) on voit bicn que Ton a(</S, d$, y et Y ^tant 
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des quantity positives) 


d S _ ds 

~~T 


On d^montrerait par un calcul analogue l’invariance de l’expression 


Voyons maintenant quelle est la nature g6om6trique d’un dgplace- 
ment et m^me, plus g6neralement, de la transformation 

, , v „ az 4 b 


oti a, 6, c, d peuvent 3tre complexes el ne sont assujettis qu’& la 
condition 

ad — be — i. 

On peut 6crire comme chacun sait 

^ a be — ad _ a i 

e c(cz + d) c c(cz-i-d) 

On voit que la transformation (i') se ram^ne a une succession de 
transformations de types simples que nous allons examiner. 

Ces transformations el^mentaires peuvent se mettre sous Tune des 
trois formes : 

(a) Z ~kz, 

(P) 7* =r Z k'j 


(ou k et k f peuvent etre complexes); 

(a) est une homothetie composee avec une rotation. 

((3) est une translation. 

(y) une inversion composee avec une sym^trie par rapport i Oa:. 

Mais une homothetie peut 6tre consider^ comme resultant de deux 
inversions, ou inline d'un no mb re pair quelconque diversions: il en 
est de m6me de la translation qui est une homothetie particuliere. Une 
sym6trie par rapport a une droite est une inversion dont le centre est a 
l’infini; une rotation peut, d’une infinite de manieres, etre consid6ree 
comme resultant de deux symetries, done de deux inversions. On voit 
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par consequent que, dune infinite dr manures. on pent considerer 
une transformation homog raphiq ue sur la variable complexe comme 
le produit d'un nombre pair d'imersions. 

R^eiproqueinent, une inversion par rapport k un cercle de rayon R et 
de centre y esl donnee par 



En faisant deux inversions successive* ou, plus g£neralement, un 
nombre pair d'inversions, on obtient done une substitution ho mot* ra¬ 
phiq ue sur z . 

Cette remarque nous sera utile dans la suite. 

2. Passons aux definitions geomelriques. 

Une droite sera soit une demi-circonference orthogonale a Ox, soil 
une droite perpendiculaire k Ox. D’apres ce que nous venons de voir 
sur la nature des deplacements, elle sera bien transform^? en une autre 
droite dans un d6placement. 11 esl d’atlleurs evident que par deux 
points a et t 3 passe une droite et une settle. Soient m et n les points 
ou cette droite coupe Ox. Nous supposerons a entre m et ,3 entre 
a et /t. 

r»g. ij. 


o m. n jc. 



Le rapport anharmonique 




x — n — n 

— t '-» 

x — nt t J — nt 


ties affixes des quatre points (3, /i, m est r6el et par consequent egal 
a son module, en eflet : 

x n > — n ^ ^ ^ 

at % it a, j ) I — «ii » —-ari: J - nun — min o 

' ' 1 ^ x — m / — nt 


IVapres les hypotheses faites sur Tordre des quatre points, on a 

< i, c!\ni oi z, ;*)• > i, 


1 1 ..., 

3 — n 

j a — in j 

[j — nt 


2. '/»>!, 


«'Vst-a-dife 
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alors 

logp(a, »>o. 

Nous appelierons distance des deux points <x, (3 l’expression 

D(a, P) = k log(a, ■*), 

A* est une constants sur la nature de laquelle nous aurons a revenir. 

Par un ddplacement le rapport anharmonique des transform^ 

{3 f , n« y m 4 , de a, (3, n, m est le m6me que celui de a, {3, w, m, car le 
ddpl&cement est une transformation homographique sur les affixes; or 
les transformes de m et n sont encore les points d’intersection de Ox 
el de la droite <x t (3 n done 

(*i, 3,, /i,. m, l — ?(a f , 3, 

ce qui prouve qti’cm d^placement laisse invariante la distance. 

Remarquons d’ailleurs que p(«, 3) — delini comine rapport anhar- 


l'ig. »•’». 



monique des allixes des quatre points a, ,3, /;? - n’est autre chose 

que le rapport anharmonique (a, 3, /j, m) des quatre points sur la 
circonference, On demontre aisenient en efVet que, quatre points A, B, 
C, D etant donnes sur une circonfercnce, le rapport anharmonique 

C —V . H — V 

o'— n ‘ o ~ n 

de letirs affixes est 6gal ati rapport anharmonique des quatre points sur 
la circonference. 




*6 


CHAPITRC U 


Faisons en eflfet la transformation 

z ^ — i, 

3 

Torigine £tant supposee sur la circonference. 

Celle-ci se transforme en une droite A. A', B', C', D' £tant les s> me- 
triques de A, B, G, D par rapport k Ox, on a sur la droite A les 
points a, 6, c, d corame transformes de A, B 3 C, D {Jig. 1 4 )• La 
transformation liant homographique, le rapport anharmonique des 
affnes de A, B, C, D sera egal au rapport anharmonique des affixes de 
a, A, c y d , c’est-^-dire au rapport anharmonique des points a, A, c. d 
sur A, on encore, en se reportant a la figure, au rapport anharmonique 
des points A, B, C, D sur le cercle. La propriety annoncee esl done 
demontree 

Avant d’aller plus loin nous allons donn.er a p(x, (3) une forme plus 
simple. 

Faisons une inversion de centre n. 


tig. tti. 



Aux points ma$n correspondent sur la droite A transform^ de la 
circonference, les points M, A, B, et N k Finfini: on a : 


.(a, n. rn) ^ ( \, B, N, M), 


?<*- ?) - 


MB 
MA ' 


Considerons alors trois points a, (3, yen ligne droite (|3 etant entre a 
et /); a ccs points correspondent sur A les points A, B, C. 
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On a 


p(*» 


?) ?[ ?. v i - 


MB MC _ MC 

MA * MB ” MA ? ' ‘ 7 V 


d’oOi Ton tire imm£diatement 


I>(3t. >) f ])(>. v) a. iMa. *;). 

c’est la demonstration du fait que la distance jojiit de la propriete 
additive pour trois points en ligne droit e. 

Cherchons maintenant a determiner la distance de deux points tres 
voisins a et (3 d’affixes :et:-f r/;, 


IN a. '}) .= 




MB 

MA 



AH \ 
MA / * 


Mais A et B sont infmiment rapproch^es ainsi que a et (3 el. en vertu 
de l’invariance demontree plus haut de l’expression on a 

AH _ <ls 
MA ~ y 9 


(is et y se rapportant an point a. Alois, 


D< 



k (h -> 

y) y 


en se bornanl a la partie principale de rinfiniment petit qu’est le loga- 
rithme. 

Nous appellerons alors longueur d’une oourbe I'integrale L - - /, f ~ 
etendue a cette courbe. 

Remarquons que Ton a 

1) ( 2 . m ) “ x, 

!>( a. n ) : x, 


la distance de tout point deOx aun point du demi-plan est infinie; 
les points de O.T sont done les points a l’infini, ainsi d'ailleurs que 
les points a l’infini du demi-plan. 

Les proprietes l et 11 etant £tablic$, occupons-nous maintenant de la 
propriety III. 

Soient deux segments 6gaux ab el a!b *; ii est bien 6vi(|ent qu’il 
existe des d^placements transform ant a en a 1 et Ton est rameue a 
demontrer que dntr segments 6gaux AB et A'B' ay ant une extremite 
commune, peuvent ttre amenes a roincider par un d£placeraent. 
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$\melrique de A par rapport a 0,r, 
l>a substitution 



ou a est Taflixr de A el 0 Tangle des deux cercles consideres, exprime 
que : 

K/A\ ^ A tl ;A ♦ 0. 

cYst-a-dire quYlle iransforme Tun dans TauIre les deux cercles consi¬ 
ders. Comme c'est un d^placement, deux points homologues sont 6qui- 
distants de A, car A se Iransforme en tui-iii6me; B' est done bien le 
transforme de B. On peut considerer ce d6placement particulier eomme 
tine rotation d’angle 0 autour de A, celle rotation amene AB a coincide!' 
avcc A'B'. 

0 sera Tangle des deux droites AB el A' B\ 

( hiand 0 varie B' decrit une courbe que nous appellerons circon¬ 
ference de centre V et de rayon D(A, B). Cherclions quelle est cette 
courbe. 

Soil b Taffixe de B, Z celle de B . Nous avons 


poSOUs 



quaud 0 varie, £ decrit dans son plan une circonference derason i donl 
le centre^cst a Torigine; tnais la relation entre Z <vt l etant honiogra- 
pliique, it cn resulte que Z aussi decrira cine circonference l\ 

Cette circonference est evidemment swmHrique par rapport a la 
pemjiculaire UK menee par A a (hr. Celt** perpendiculaire (qui est 
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une drgite) coupe la circonference en C et O'; on aura, d*apr£s la cons¬ 
truction m£me, 

D( A. C) = D( A, (V) IX A, H), 


autrement dit 


IA IC' 
IC ~ IA ’ 


IC.IC' -- I A 2 . 


Fig. 18. 



Ceci montre quo A et A 0 sont conjugues par rapport a V et que toute 
circonference passant par A et A* est orthogonale a I\ Autrement dit la 
circonfcrence est nor male a toute droite /tassant par son centre ou % 
si l y on reut , a tous ses rayons. 

Posons 

D(A, H) = / 


et cherchons la longueur de la circonterence dc centre A et de rayon r. 
Nous avons d'abord 


/* 


D^C. C' > 



UY 

1<T 


Posons 

IC-IC'-V 

il vient IA = y/yy\ 

La demi-circonterence a pour longueur 
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Designons par R (Jig* uj) * 




KC ~ KC ^ !■-~ , 

2 

\ ass — eo» w), 

ds — H (/«»>, 

u </u> A r r _ 

HI — rosM) . I v -f- '' 


< Y -+- li > V 1 — 




F»g. io. 



en se rappelanl tjue 


\ i — e 1 


Par un calcul facile, on obliendra aiors 

I. - l.rir 1 - ~v ') ^ ./.--I.'-. 

liemarquc. — En geometric splirrique ia longueur du cercle clout le 
« rayon » ^longueur de Tare de grand rcrcle qui joint le pole a un point 
du cereie) esl r, esl donneo par la formule 


I. sin - t 


ou H esl le rayon de la spli&re. 

En faisaut Kss ki on retrouve la lorinule que nous venous d’obleuir. 
Pour 'oo on retrouve d'ailleurs bien le resnllat de geom^trie eucli- 
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dienne 

*• I t ~z‘iT,r. 

3. Dans la geometric de Lobatchewskj comme dans* la geom^trie 
euclidienne, deux droites paralleles sont des droites se coupanla Tinfini. 

Dans noire image, nous a.vons vu que les points k Pinflni. sont soit 
les [joints de Ox , soil les points k Pinfini du demi-plan. 

Etant donnees deux droites, trois cas peuvent se presenter : elles 
peuvent sc couper en un point A a distance flnie comme les droites D, 


Fig. 20. 



et D 2 , ne pas se couper du tout comme les droites D, et D, (non 
s6cantes) enlin se couper en un point a Pinfini II comme D t et l) 3 ou 
comme A el A' (paralleles). 

On voil qu’etaill donnes tine droite D et un point ext^rieur A, on 
pent toujours par A metier deux paralleles a D. Les aulres droites 
passant par A coupeut ou ne coupent pas D suivant qu’elles sont dans 
Tangle 1 ou dans Tangle 2 des paralleles. On est done bien dans le cas 
de la geometric de Lobatchewsky. 

La perpendiculaire All abaiss£e de A sur D fait avec les deux paral- 


Fig. * 1 . 



leles le menu* angle (nous allons le montrer); cet angle est Tangle 
de parallglisme : nous allous calculer sa valeur 7 : (/>) en fonction 
de p =rr D(A, II). N 
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Nous simplifierons la demonstration et le calcul sans diminuer la 
g£n£ralit£ en ramenant, par un deplacement, Ja droite D a £tre une 
droite perpendiculaire a Ox. 

Les deux paralltles menses par Ie point A seront alors la perpendi¬ 
culaire abaiss£e de A sur Ox et la demi-circonference tangente en I & D. 


Fig. 3'i. 



La perpendiculaire abaiss^e de A sur D est la demi-circonference de 
centre I passAnt par A. Menons 1A et d^signons par a Tangle All! : on a 
evidemment 


d’autre part 
et 


A AT ~ — a. 

T'AI ~ x 

TAT' ~ — a = AAT - -(/>). 


ce qui monlre bien que AH fait avec AA et A1 des angles £gaux : on a 

Calculons 


-(/') - j — *• 


p - L)i .\, II) ~ k f - 

•''ah 2 


ds 

- t 

y 


, r x iw/8 , r l m . , of-’ 

P ~ " R «“ # ~ J ni ,n* inh ° 8 ‘‘“"Ht,,-) 


d’ou 

p — — k log tuug 

On en tire immediatemenl 


-(P) 


, *( P ) 
tang —^ — e *, 
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ou encore 


ce qui moiilre, en se rapportant aux formuies (4) (Section III, $ 4, 
Remarque \°)< que k est la m6me eoustante que le k qui s’Stait 
introduit a cc moment-la clans les caleuls. 


i. Nous allons muirtlenanl, en raisonnant sur 1’image, etablir un cer¬ 
tain nomhre dc tlieoremes de geometric non euclidienne. 

y.. II exisfe des triangles dont les Irois angles sont nuts; les trois 


rig. 



A B C 


sommels d un tel triangle sont a l’infini. La figure est assez claire pour 
nous dispenser de plus amples explications. 

3. Den.c droites non secantes onl une perpendiculaire commune. 


Fig. 24. 



II exisle en ellel une ciivonferenre A orthogonal? h ()/, U, el D 2 5 i>on 
centre est l<* point 011 laxe radical de 1), el l) 2 < oupe O/. 

Nous avons utilise ee resultat (Section 111, i, Remarque 3°). 

*/. A deux droites <juelconques I)| el D 2 non paralleles on pent 


Fig. /*. 



menev (/t/afre paralleles communqp distincles . 11 suffit de jnindre par 


IM« Aim 
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unc droite un des points A ilnflni do D t a Tun des points A l’infini 
de D*. 

3. Dans noire image un cercle ne coupant pas Ox Atait un cercle. 

Fig. aG. 



Demandons-nous ce qu’esl un cercle V tangent a O./. 

Toutes les droites passant par le point de contact I sont orthogonales 
a cc cercle. Ces droites sont toutes paralldes entre dies piiisqu’elle.s 
ont on commun le point I A l’infini. Le cercle V est done tine courbe 
normaie a tine infinite de droites parallfcles; c ost ce que Lobaleliewsky 
appelait un horicycle. On peut le rogardor comme la limite d’un cercle 
dont le centre s’eloigne a finflni (on a en diet eii reprenant los nota¬ 
tions employees plus haul \A*~ 1C. IC' el comme 1C = o IA -~^ 4 > cc qui 
prouve que le centre A du cercle coincide avee 1 et m* trouve done a 
l’inflni). 

£. En geometric euclidienne le lieu des points dont la distance a tine 
droite est constante, est one. droite parallels a la premiere. \ oyous cc 
que deviont ce lieu dans la gc6 metric non euclidienne. 

Fig. '7. 



La generality ne sera pas dimimice en prenant comme droite initiate 
une perpendiculaire IK a Or. 

La perpendiculaire a bailee de £ Mir IK csl fare de cercle do 
centre L * 
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Pour le lieu cherchd on doit avoir 

I>( ,3, a) = const., 

2 — n 3 — n 

-. '-= const., 

2 — m 1> — m 

ce qui domic 6videmment 

0 xr const. 

Le lieu de ,3 est forme par les droites et 1,3'. 

Pour uue droite representee par une demi-circonference qui coupe Ox 
en M cl N, le lieu sera done forme de deux portions de circonference 
passant par M et N comine il est aise de le voir. 

Ct\s courbes sont appelees par Lobatchewsky des hypercycles et 


Fig. '3. 



M N 


peuvent 6tre, en somme, considerees comme des cercles dont toils les 
rayons sont perpendiculaires a une meine droite. 

On pent dire, en resume, qu’un cercle du demi-plan peut 6tre : (i) 


Fig. jo- 



un cercle: (a) un horicycle; (3) un hypercycle, la droite £tani d ailleurs 
un cas particular d’hypercycle. 

rj. Pour terminer cotte serie de romarques, nous dirons encore un 
mot de Saccheri. 

Le pere Saccheri, jesiiite italien, fit paraitre en 1733 un travail inti¬ 
tule « Huelides ab omni neveo vindicates ». II croyait y dgmontrer le 
posiulat d’luiclidc, en etablissanl quo Ton rencontre des contradictions 
si on ne Tad met pas. 
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11 eonsid^re deux drottes pcrpendiculaires en A et B a «ne droite AB. 
Sur res deux droites il portc des longueurs egales AC 4 = BD. 

Par raison do sjrmetrie les angles en C et D sont.egaux. Saccheri eroit 
pouvoir niontrcr quo Ton arrive k de* contradictions si Ton n$ suppose 


Fi«. 3o. 



E B 


pas qu'ils soul droits; ceci jusiifierait alors le posiitlal d’Euclid^. En fail 
ns angles Cot D sont atgtis dans la geometric lobatcliew^luenne comme 


log. *»«. 



on le voit sur l’iniage ci-dessus et ccla n’impliqtic evidemmeul pas con¬ 
tradiction. (On a suppose dans la figure qtie i’axe EE de aymetrie <M 
une droite perpendiculaire a G.r; eVst evidemment legilime.) 

IVlalgre rerreur faite par Sacelieri, cerlaines remarques quil fait le 
placenl, nialgre lui certes, par mi le** preen rseiir*. de ia geometric non 
euclidienne. 

fi. l/invnriance de Texpression e! le fait qtie nous 1’aVnits rhoisie 

cornnic Element d’arc dans noire image, s«» rapprochent de certain** 
tlieoremcs sur les surfaces a eourbtirc coi^stante negative (*). 

On peut en effet choisir les variables, sur de idles surfaces, pour epic 

(’) Volt par csempte les Ltcanx sur Ut th* nrie cits %ur/r*rv.s t »!<■ Darluttix, 
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l’6l£ment d’arc soit precisement donn6 par 

,/s*- h d s 2 

yt 

D’ailleurs pour une surface rlpondant a 

ds 2 ~ K <hi 2 - > F du dv — G <7c-, 

l^lement daire est 

do) -- \ KG — F- du dt\ 

On aura done pour les surfaces considerees, comme element d’aire, 

d.i(h 
- ' ) 

i - 

e’est precisement le second invariant rencontre dans le paragraphe 1 de 
la pr^senlc section. 

Ceci nous conduit a prendre comme 61£ment d’aire dans noire 
image 

(fo) 

A —■- t 

J * 


de m£me que nous avions pris comme 616ment dare, 


/. 


ds 

y 


l/aire limilee par une courhe ft»rni6e sera done l’inlegralc 


S 



etendue an domainc interieur a la courbe. 11 est ais£ de cal( tiler Taire 


Fig 3a. 



d'un cercle mi fonction de 


son rayon, ce sera 



<Lr d y' , 

- * t‘ 

y- 


tendue a 
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I’inl6rieur du cercle considerc; on trouve 

En faisant A ■ — co on retro live l’aire euclidienne 

S r- -,‘i. 

L'analogie avec la geometric sphlrique se poursuit : la fornuile ana 
logue en geometric spherique est cn diet 


et l’on passe encore de Tune a Tautre en faisant 

It iL . 

Cherchons encore a calculer l’aire d’un triangle. 
Ce sera 



dendue a rinterieur du triangle curviligne A IK I. 
Dans la formule de Stokes : 




— f V <lj 4 0 d}\ 
*-c 


Fig. 33. 



Nous sommes ainsi ramend au caletil (Tune inlegrale <le ligne par 
culi£ cement simple. 

Cherchons la valenr de cette inlegrale le long de AH, 
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En prenant pour originc le centre de AB (la translation 5e long 

Fig. 3*. 


/ 



de O# no change evidcmment rien a Tint^grale), on a 


s H cosO, k ~ H sinO, 
dx 

— =r — ,/0 f 


Tijitegrale est done oppose a la variation de 0 le long de AB, e’est- 
a-dire a la variation de x le long de AB, a etant Tangle avec O r de la 
langente a Tare de cen le. 

L’integrale ehcrehee e*t done la sQmmc chang£e de signe des varia¬ 
tions de y . Je long des trois c6les. La variation lotale de eet angle lorsque 
Ton deceit le contour dan-* le sens posilif, en partant d’un point M 
pour v revenir est evideminent 27 :. 

Dans eetle variation, entrent la sornme que nous cherehons et la 

Fi* 31. 

M -*-- 



somme des variations aux sommets; variations qui sont 77 — A, 7: — B, 
7T — C. On aura alors. en definitive, 

I f dx , f dx ~ f dx 

[ * T. — I 7+— \ T. — It 4 r-C)]~“(A+B-rC-K^. 

Remarqtions que (Tapirs ( 1 ) T integrate en question est essentiellement 
positive, ee qui monire que 


(Is 

Y 


\ i- U C — r < o. 
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La somme drs angles il'ttn triangle est injerieure a n. On roit de 
plus (jut; l’aire du triangle esf egnle a / 'exces tie tt stir la somme ties 
I rots angles, multifile par /» 2 . 

fin geometric spherique on a un results t analogue : la somme ties trois 
.ingles d’uu triangle # e>t superieure a r. et l'aire du triangle est £gale 
au produtl par R* dc Peaces spheriqiic 

A + B + C — r\ 

En ponant R = ik on retomhe sur le resultat precedent. 


li. Si I’on applique an demi-plau une transformation lineaire h coefli- 
eients imaginaires, on pouira Iransfoimer ce demi-plan en l’inferieur 
d une circonferencc C; on ohtiendra ainsi une autre image : Ie^ points 
k Pinflni v ^eront ceux de la circonference C, une droite sera une ctr- 
conference orlhogonale a C el ainsi de suite. 

Soil 


<0 


aL -t> 

( Oil — he — l ) 

r / -f- r / 


la substitution employee. 

Chore lions ce que devient l’616xnent d’arc 


, <fi* r tlyt 

as- -, -— 

>- 

I/axe dc^ Ox 

y - 


s’est transform** en le cercle C. On a 


c \ , _ JL f a (1 zb !l I 

t i I f* -+■ a (\t 7*n + (Jit J 

^ I \ f! /• — f- b ) ( €» 7»w -4- ) — ( f* i» *4" tf ) {fin /* 4~ b n ) 

II ( f /-+-/?» ( 4 - ft Q ) 

I/equation du cerrlo C c4 done 


(3) » a / +- b) \ C„ /„ 4 #/„ ) — ♦ r / 4 - *1 M 4 - A ) at. o, 

II est d’ailleur* po**itde de clioisir la transformation tie fa^on que C 
soil le cercle de rayon 1 et de centre O. Sop equation est alor* 

— V*zao nil hiot 1 y/ApxztK 

t 
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D^signons par P le premier membre de liquation (3). On a d’ailleur*, 


dx* -+* dy l = dz dz 0 =- 
d’oflt, si Pon compare avec ( 2 ), 


d'L dZ Q 

d)* ( Cq Z 0 -+- d$ )* 


dr 2 1 dV 

yi pi ’ 


ct en tenant compte du choix particular du cercle, 

dr * 4 d y * _ 

‘ ~ (, — \*~ Y*)* ’ 

Tel est dans la nouvelle image le carre de l’616ment d’arc. 


VI. — IMAGE DE LA GfiOMEfRIE NON EUCLIDIENNE A TROIS DIMENSIONS. 

1. 11 parait facile de generalise!* ce (jue nous venons de dire de la 
g6om£trie a trois dimensions. Nous rapportons Tespace a trois axes rec- 
tangulaires o£, or?, o£. L’espace image sera le demi-espace au-dessiis 
du plan P des £r,. 

Une droite sera une demi-circonference normale a P. 11 passe par 
deux points une droite et une seule. La distance de deux points sera 
d£(inie com me dans le cos du plan. 

Un plan esl une demi-spltere orthogonale 4 P. Par trois points non 
en ligne droite passe un plan et un seul, on le voit ais£ment, par detix 
droites qui se coupent passe un plan et un seul; en eflet, on a sur la 
figure 

\ a - inti ,na = m 

les qualre points m, /?, nx , n* sont sur une m£me circonference et le 
restc s’ensuit. 

Fig. 36. 



On pourroit se poser des prohl6nies analogues it ceux pos£s en g£om6- 
trie plane ; on d&inirail ainsi sphere, horisphfcre, hyper sphere, etc. 
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Certains probldmes simples en giometrie euciidienne apparaissent ici 
plus compliquds. Par example, le lieu des parallel©# menecs par nn 


Fig, 3 7 . 



point A 4 un plan 7 r a pour image, cornnie on le voit aisement, une surface 
cercl£e qui esl la transform^ par inversion d\in cbne de revolution, 
c’est-4-dire une cyclide de Dupin. 

2* Une question se pose : que va £lre ici le groupe des (^placements ? 
Nous savons deja qu’il doit depend re de six para me Ires et transformer 
le plan P en lui-mdme, ainsi que le derni-espace superieur. 

Poincare (*) a 6te anient, & propos de> groupes kleintfens, 6 etudier le 
demi-espace sous un point de vue qui fournit a la question posee une 
r^ponse d’ordre g£ometrique. 

Nous avons vu (Section V, § 1) que toute transformation liomogiw 
phique & coefficients quelconques sur la variable complexe peut d une 
infinite de manures 6tre consideree conime la nSultante d’un norobre 
pair d’inversions. 

Consid£rons alors le groupe de ces transformation* dans le plan de la 
variable 

Nous allons chercher a £tendre ce groupe de fa<;on a pbuvoir appli- 
quer ses transformation^a un point quelconque du demi-espace supe¬ 
rieur. 

SoitT une transformation du groupe. D£compo$ons-la en un nombre 
pair d’inversions qui auronl lieu par rapport aux cercles ( 1 ,, . . C 4 „. 

Soient S,, ..les spheres ayanl respectiveinent memes # centre$ et 
monies rayons que C,, .. ., C 2/f . Efl’eetiious les inversions par rapport a 
ces spheres et considerons la transformation B resiiltante. Cette trans¬ 
formation s’applique a tout Tespace et se reduit h T pour un point du 


(*) H* PomcAHK, Me moire $ur les groupe* khtneens (Aria Maternal ten f ' 
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plan ;7*. La decomposition de T, pouvant se faire d’une infinite de 
manieres, il faut monlrer que par deux decompositions diflfercntes, on 
aboUiit a la mAnie transformation 0. 

Soit F un cercle du plan : T le transforme en r. 0, provenant de la 
premiere decomposition ct 0. 2 provenant de la seconde transformeront 
evidemment Tune et l’autre la sphere de grand corcle T cn la sphere de 
grajid cercle T' ('). 

Soit aims un point A du demi-espace. Par ce point faisons passer trois 
spheres orthogonales au plan P. Soient S,, S 2 , S 3 ces trois spheres; 
C,, C 2 , (i 3 leurs traces snr P. T transforme C,, C 2 , C 3 en C', C' 3 ; les 

tniis spheres, aussi bien par 0, que par 0*, se Iransformenl en les trois 
spheres S',, S!,, S', ayant pour grands cercles G,, G' u , C' 3 de sorte que 0, 
et 0 2 transformer^ Tune et l’autre A, en le point coinmun a S',, S' 2 , S',; 
0, et 0 2 coincident done bien. 

Les transformations T forment un groupe a six parametres 


reels, correspondant a ox trois rapports complexes de a, (3, y, 5. Les 
transformations 0 forment done aussi un groupe a six parametres puis- 
qu’ollcs correspondent une a unc aux transformations T. Ges transforma¬ 
tions formces u implement d’inversions transformed une droiteen droite, 
un plan en plan, eonservent les rapports anharmoniques et par conse¬ 
quent les distances. 

Piles admetlent les imariants 


ft s (t cj r/e 

Y I V 7 f Y > * 

S S ' 1 


oil dfj) est une aire, de un volume, infiniment petits. Une inversion 
transforme en eflet, une figure infiniment petite en une figure semblable. 
L*' centre I d'inversion etant dans le plan P et les elements d’arc etant 
^galemcnt inclines >ur le rayon vecteur, le rapport de similitude est 
evidemment egal an rapport des cotes comine on le voit sur la figure. 
Geei ddmontre les invariances plus haul enoneces. 

On prendra done pofir dldment d’arc 



pour dlgment d’aire 



<‘) tlno transformation 0 doit en eflet transformer une sphere ortliogonale a P en une 
autre sphere jouissant de ta nniine propri£t£; d’attlre part, le grand cercle de la sphere 
transform^ <f«dt <Hrc r\ 



u 

pour, 616ment de volume 
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X* 


dv 


Nous avons, en definitive Pimage, dans le demi-plan sup6rieur f dela 



g<k>jnetrie non euclidienne. U y a des d^placements ft six para met res 
comme dans Vespace euclidien et ces emplacements consenent les 
Aments m6triques plus haul dr finis. 


Nous alions maintenant rcchercher les formules donnant ellective- 
ment le groupe des deplacements. Poincare les obtienl directeinent. 
Nous nous placerons & tin aulre point de vue quo lui ( '). 

Nous examinerons tout d’abord le cas de la geometric plane', pour 
lcqucl nous connaissons dejala forme (les equations du groupe des displa¬ 
cements. Nous monlrerons que ces Equations se retrouvent dans cer- 
taines questions relatives <i la tli£orie des formes quadratiques. II ne 
restera plus qu’& trouver pour le cas de trois dimensions tine marchc 
analogue. 

Remarquons tout d'abord (jue la relation 

i az b . . 

(!) Z r=s -. (ft f b. f\ tl 

C Z ft 

♦ 

peut $ ecrire 

a* ( x* 4“ y 1 ) •/ ah v -h b* 

c l ( x 2 4- y*) 4- red x d' 9 
nr'{ -f- y l 1 4* i ud ~f- be )j‘ -+* bd 
c ,£ i x* -h y* ) * 4 - * (‘l i 4 - <(- 


<') 


^ x'-4-y*= i s'p ^ 


{») K. Picako, Sur un grott/H de transformations des points de Vsspace du mcme 
cAie d‘un plan {Butt. Soe . Math, de Vranee, iSHf) el «nm*i : Y\ Picard, Train! d’Ana¬ 
lyse, t. I. 3* fclitiMit, p. &?#. 
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Ce sonl ccs nouvelles equations que nous prendrons pour determiner 
le groupe des ^placements. 

Soit 

AX*+/im-t-CY* 

une forme quadratique; si B 2 — AC < o, et si A > o, B > o la forme 
qtii est constimment positive est dite « d^linie et positive »• 

On demontre qu’il existe dans ce cas une substitution a coefficients 
entiers 

♦ (X, V; a \ *-?Y, *; X - *Y) 

qui tr&nsfoYmc evil*' forme en une forme 

V'V >B'\Y CY- 

dite « forme reduite », pour laquelle on a 

\ C' et — V'<2lV;:V. 

On est ijonc amene, a propos du probleme de la reduction des formes, 
a Windier IVflTet sur celte forme, des substitutions lineaires. 

On aura ici, en developpant la substitution, 

V - A at- -h 2 Bar; Cy 4 , 

IV --- A a? ~ B(a5 r 3 V ) - Cy$> 

(Yzs\V - >B ( 38 -t- C5 1 . 


Les seconds meinbres presentent, avec les numeraieurs et denomina¬ 
tors des seconds meinbres de (2), une assez grande analogic et les 
reproduisenl m£me exactement si Ton prend 

V — 1, B-x, C^x^-7 4 , 
x ~~ d> 3 s= 6, y = 8 — a. 

I)e sorte qu’eit faisant, sur la forme d£finie et positive, 

( i) - A 1 +- ijrXY + 

la substitution 


^ (X, Y; tfX-+-6Y, c \ -aY). f 

Les equations (2) peuvent s^crire,* 


1 C' 

’ . B* 

X = TT» 


A’, B', C' dtant les nouveaux coefficients. 
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On peut alors penser qu’il existe une autre forme qui, traitee de h 
m&me facon, donnerait les Equations definissant le groupe des d4place- 
ments pour le qas de trois dimensions. 

Partons en effet de la forme 

XX o -Co \ o 4( — (xx o -4- y *) Y \ o, 

dans laquelle x est une quantity complexe, y une quuQtite reelle positive, 
et X el Y des variables complexes (Pindice o indique encore les quan¬ 
tity conjugu^es). Une telle forme est dite « a indetertninees conjugates » 
(Hermite). De plus elle est definie et positive et, comme nous le \errons 
plus loin, la reduction est possible pour elle. 

Faisons sur X, Y la substitution 

(4') (X, Y; d\ t bX y rX -a ^ ) (ad — be -= i), 


a f 6, c, d pouvant cette fois ttre complexes. 
La forme devient 


A'\\ ft - D C\X« 

avec 

Y' = cc^xr^ y 1 ) - ttc^x *- d»tiur 0 * dd it , 
rr ~ ra 0 ( x.r % , f y-) ~r dx -+- eb n x» - d />„. 
G' — aa Q ( xx 0 y * ) ba»x -h b u a x Q ; 

on a d’ailleurs 

A'>«, C' > o, inr 0 — at;<o, 


Par analogic avec le cas precedent, on est conduit a envisager les 
equations 


O > 


, IP 
, - 

0 




auxquelles oil peut, si Ton veut, adjoindre liquation 


X»-~ 



equivalente & la premiere. On delinit aiusi une subslitulion homogra- 
phique sur les trois variables x y et .rx 0 4- 4 )' a . 

Lorsqu’on domic & a , 6, c, d loutes les valeurs possibles, ces subsiilu- 
lions fbrmenl tvidemment im groupe qui d’ailleurs depend des trois 

parametres complexes \ c'est-ft-dirVde six paramtlrejsrtels* ( 



Posons 
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X i Tj, y =; ; 

y = C. 


Si dans les equations (5) nous faisons 


il vient 

* —y 


<*) 

, _ ( X -f- __ 

a$x -+- b Q 

~ ( CoX -r- </o) (c/o-l- d) ~~ 

_ (ax o- 4 - 6) (a v .r -t- 6 0 ) 

c 0 x f- do * 

- XXq = 0. 

1 H 

“ ( CX 0 ^ d) (C^X -t- d 0 ) 


On voit que les equations (5) definissent, en soinme, pourl’cspace (;. rj, £) 
un groupe dc transformations qui laissenl invariant le plan P. Oil peut 
evidemment prendre pour y la valeur positive; le groupe transforme 
alors le demi-plan stiperieur en lui-m£mc. DesignOns par 0 f une trans¬ 
formation de ce groupe; nous allons voirqiril coincideavecle groupe 0 
d^lini geometriquement au paragraphe 2. Liquation (p) montre deja 
que ces deux groupes sonl en coincidence dans le plan P. II suffira 
de montrer qu’une transformation 0' transforme vine sphere orthogo- 
nale & P en line autre sphere orthogonalc ii P; s ? il en est ainsi les deux 
groupes, puisqu ils coincident stir P, donneront d’une memo sphere 
orlhogonale a I 1 les monies transformees. Si, alors, on delink un point A 
du demi-espace comine intersection de trois de ces spheres, il est evi¬ 
dent que les deux groupes donneront de A les monies transformees, et 
par consequent coincideront. Or liquation d’uiie sphere orlhogonale 
ii V est de la forme 

xx o y- - pjr p t) x n -t* /• = o (r reel) 

et sc transformc par les substitutions (5) ea une Equation de meme forme, 
ces substitutions (5) etaut liomographiques par rapport aux variables 

xxo-iy*, j\ x u , 

qui (igurent lin&airement dans Inequation de la sphere. Les equations (5) 
(l£finissent done bieti le groupe des d6placements pour le cas de trois 
dimensions. 

Le theorem* de reduction des formes quadratiques fouruit une 
importante propriety du sous-groupe des d6placements pour lesquels les 
constitutes b, e, d stmt cnti&res. 

Pla$on$-nous iVahord dans le cas dc deux dimensions: Soil (.r,/) 
an point quelconque du demi-plan; ii existe une substitution a coefficients 





triangle curviligne bachur6 sur la figure, Ge triangle s’tippelk* fit 
« triangle fundamental » du grmipe. 

Le cas cles trois dimensions est analogue . JLa condition <Ie reduction 


eu posant 


\'< C', ■>| rn | < A, o < a n < A. 

H - ;« 4| m\ 


(On peut toujour* supp€w»or que m uu n est poMiif en faisant an besom 
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la substitution (X, Y; iX, — i Y). Nous avons pris n > o pour fixer les 
Jd6es. ] 

Les ra i sonne men ts soul les m£mes que dans le premier cas et Ton voit 
aiusi qu’il existe une transformation h coefficients entiers complexes 


as-f-Jj 

Y z 4- 8 


qui transforme un point arbitraire (5, rj, £) du demi-espace en un point 


Fig. fa. 



(%, Wj c) tel que f° n ait 

S'*-4- if*-4- £'*> I, 

'2 2 2 


c’esl-4-dire interieur an poly^dre curviligne ABCD A'B'C'LT qui prend 
le nom de. potyedre Jondamental du groupe. 


PftiARB 


CHAPITRE II. 


F0NCT10NS ANALYTIQUES D&FINIES PAR DES EQUATIONS FONCTIONNELLES 
FONCTIONS UNIFORMES ADMET^ANT UN TllfcOREMK llATIONNEL 1)’AUDI¬ 
TION OU DE MULTIPLICATION. 


Nous n’avons op£r£ jusqu'a present que sur des functions de \arialdc> 
radios. Nous allons muintenant nous placer an poinl de vue des func¬ 
tions analytiques. La conuaissance d’mie equation foncUounelle a 
laquelle satisfait une fonclion analylique peut permellre de la prolonger 
el, dans le cas ou la fonclion est uniforme, de demontrer celte uniformile. 
Nous d£montrerons plus loin de celte f.19011 que la fonclion inverse de 
UintAgrale olliptique do premiere espece esl uniforme : 

« CVst m^rac », dit M. If. Poiftcar£ (*) dans un Memoire dont nous 
aurons a nous occuper, « la seuledemonstration rigoureuse qui ait etc 
propos6e jusqn’ici, A Texcoption des demonstrations indirecles oft Ton 
commence par deiinir 8. » (*). 


I. — LE PROLONGEMENT DE V(z). 

Pour coinmoncor voici un cxemple ires simple de ce mode de prolon- 
gemonl : 

Soil f(z) une fonclion anahtique deiiine dans le demi-plan 
iR(5; > o ~ pariio ivelle de 5 1 

el holomorphe danstoutce demi-plan. Nous supposorons que cetlo fouc- 


( ! )il. PuitscawA, Mdmoire sur une classe nouvelie de iranscendantcs uniformes 
(Journal de Liouvilte, 1890). 

(*) Une autre demonstration a rtd depute donnee par M. Picard. Voir par exempt* : 
E. Picard, TraiU d f Analyse* t. II, *»* Edition, p. 3;9. 
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tion salisfait 4 la relation fonctionnelle 
(I) zf(z). 

D 4 signons par 9(3) la fonclion d^finie, dans la bande 

— I -a, g < (fl(z) < £, 

par la relation 




/(* ±j) 


La fonclion f(z + i) 6tant holomorphe dans la bande consid^ree, 9(3) 

Fig. ' 4 i. 



© cst doin’ unc fonclion an&ljtiquc meromorphe qui, coincidant nvec 
J‘(z) dan** la bande 

0 <dt( 3 )<£ 

en vertu de l iquation fonctionnelle (1), en constitue le protongement 
analytique . On »’y prendra de la mfime fa£on pour prolonger f(z) dans 
la baud# 

— -A -4- *2 6 < iR ( Z ) < — 1 -r-2 £, 

el, apr^s un nombre suflisanl d\>p6ratiofts, on voit que Ton aura atteint 
un point arbitraire du plan, en n’introduisanl com me points singuliers 
que tes p6les simples d’nffixes 


o, 1 j a, 




— n % 





5 / 
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Cette m^thode s’appliquo en partieulier A la fonctton 

V(z)~ f e~~*x*-'dx 

dont ^expression par I’inl^gr&le n’a de sens que pour 

<&(*)> Q. 

11 est facile de voir en effel que T(z) salisfait & l iquation (i). 
On a 


dx 


z c~ x x z ~ ] — e— x x*, 


en integrant de o k oo, il vient bien 

O = 3 IV*) — l'( Z r- l), 

c'est-A-dire 

u'j Vi 3 1 i) = zl'(z). 

On aurait pu aussi obteuir direclement le prolongenient. Ecrivons 

r(s)= f e~*x*~'tlx ~h f c~*.r*~'dx. 

«/y %/ | 


La premia re integrate est partout delinie et holotnorphe, la seconde 
peut s’^crire 

/"(-7-S— 

c,t* qiii, en integrant, donne 

il ii (—i)'* i 

z z i -1 2 ! z *■-2 n ! z // 

\ 

serie manifestement convergent** pour toute valour de z dillerente d’mi 
entier negalif. 

Rrmarquons quo la .solution g6n£tule de 1 Equation (i) s’obtienl ais6- 
Meat a p.irlir de la solution particuli^re F. Si 1 ’on pose, en effel, 

/( Z) -=t r(*)G(#). 

r[ >i Ton subslilue dans (i) en tonint cotnpte do (i') il viertt 

ce fpti exprime que li(s) est une fonelion queloonqtte de periode i, 

11 oxisle d’aUlems da til res relations foiietionnelles utixquelles salis- 
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fait r(«). On ddxnontre par exemple que l’on a, entre T et 1 'integrate 
euterienne de secondc esp£ce 


la relation 


B(/>, ?)=jf 

* 


xp~ 1 (i — xyf-' dx 



B(/>> q) = 


r(/>)r(g) 
r(/> -+* q) 


yp~~ x dy 

U+Fr*' 


En faisant p -+- q = i , B (p, q) se calcule aisement et l’on a 


r(/>)r(?)= -A-, 

\r / smpjc 

ou si Ton vt»ul 


c’est la relation des complements . 

Cette nouvelle Equation fonctionnelle peut, comme la premiere, fournir 
sur T(z) des renseignoments intSressants; on en d£duit en effet que - 
est une fonclion entire car, d’apr£s cette relation, on a 

i _ T(i— z ) sin tzz 

m ~ * 


Or les seuls points singuliers de T(i — z) sont les p 6 les simples 

f, 2 , n y , m , 

ce sont aussi des z£ros de sin^s ce qui suffit a d^montrer le fait £nonc 6 . 
Remarquons enfin que si Ton pose 

f <!/<«) 

^(3) est la d 6 riv 6 e logarithmique de f{z)\ on voit tacilement que cette 
fonclion est solution de liquation aux differences finies 


0 — ♦(*■) = 

qui se trouve ainsi r&solue. 


II, - INTfcGRALES ELLIPTIQUES. 

Nous aurons besoinpar la suite d’un certain nombre de r^sultats 
essentials et de definitions appartenant k la theorie des integrates et des 
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fonctions elliptiquos* Rappelons - les bri&voment avant do pour- 
Miiviv (*). 

i 

1 . Nous suppose runsconnueslesdefinitionsdes integrates clliptiqucs et 
plus g6neralement des integrates aheliennes, ainsi qye 11 reduction de ces 
integrates aux types simples. Cost uniquement des integrates de pre¬ 
miere esp&ce que nous auroiis besoin. , 

L*element differentiel de l’lntegralc elliptique de premiere esp£ce 


, r== r ——- 

yj H (x) J . Ti „ \/(x — a) ( x 


dx 


vv 


■ b){x — c)(x — d) 


adraet eonime points deramific tlionles zeros — supposes dislincts — du 
denominateur. La valeur de celte integrate depend alors du chemin d'in¬ 
tegration suivi. Un tel chemin peut toujours se ramener h nn chemin 
determine G© suivi d’un certain noinbre de lacels decrits autour des 
points a, £>, c y d et parlant de jr Q pour y revenir. Desrgnons par A Tinle- 
gr.ile 



dx 

^{x — a)(x — b)(x — c) (./* — d) 


prise on suivant le chemin trace pour le lacet, le radical ayant en .r© une 
cerlaine determination (B, C, D seront definis de fu^on analogue, la 
determination du radical on x 0 etant loujours j'©). L’integrale pourra se 
mettre, selon la parite du nombre des lacets decrits, sous Tune des deux 
formes 

I — l 0 -f- m(aA— 2 B)-f m'( 2 A. — aGj, 

I «= 2 A — I 0 4 - nii ( > \ — -iB) -+- m\(> A — >(\), 


les m etant des entiers d6|>eudant du nombre des lacels decrits. Les 
quantiles 2A — 2B, 2A — 2C qui figurent dans celte expression sontles 
periodes de Tintegrale; on les designe par c*> el a/. On voit qu’il y en a 
deux. 11 est evident qu’on aurait pu prendre aussi bien 

2 A — % B, 2 A — 2D 

ou toute autre combinaison analogue, les quatre pdles du denominateur 
jouant exactement le meme rdle. 

Les periodes (a et a/ spnt dislinctes (ne peuvenl pas sVxprimer toules 
d«4ix par des multiples entiers d’uuc p£riode unique) et leur rapport 


(‘) On poarra, pour ce qui suit, voir le Trait 4 d’Analyse de M. Picard, le Tome U 
e» pailicatier* 
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ne peut pas itre un nombre riel, En effet, si w et &>' se r^duLsaieut k 
une p^riode unique 12, les diverses determinations de Tintegrale 


- r 

l/(ar— a)(x — 


dx 


x% \J(x — a)(x— b)(x — c)(x — d) 
ne pourraient £tre que de i’une des deux formes 
lo-t-mQ, 2 A— 
de sorte que la fonction 


.mi 


F(x) = e 0 e 


(tA-l) 


serait uniforme. I etanl uno inl^grale de premiere espece, F(#) ne peut 
devenir infinie pour aucune valcur (finie ou non) de x\ ce serait done 
une fonction holomorphe dans tout le plan (y compris le point k l’infini), 
e’est-i-dire une conslante; alors I serait une ccrastanle ce qui est mani- 
festement absurde. 

De ce qui precede on peut conclure que le rapport ~ n’est certaine- 
ment pas un nombre commensurable t*6el. Si cela 6tait, on aurait 

to __ m 
to' ~~ n 9 


m et n etant des entiers r£els premiers entre eux, il serait possible de 
determiner p et (j tels que 

pm ~h qn = 1*, 


on aurait alors 


to to' __ pot -f- q to' ^ 

m n pm -b qn 9 

<0 = mQ y to' = nQ y 


12 £tant la quantity -f-<7co' c 7 est-&-dire une pSriode. Nous venons de 
<*i6montrer {’impossibility d’une pareille reduction. Si> done, le rap¬ 
port ^ £tait r£el, il ne pourrait £tre qu’incommensurable, 


to' = ato, 

V , 

on pourrait alors trouver des entiers m ct n tels que la quantity 


in — not 

soit arbitrairement petite; la p6riode 


mot — n to' 
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serailarbitrairement petite eta deux valeurs arbitrairementvoisines de I 
correspondrait une m£me valeur pour x « Nous verrons que ccla est 
impossible; nous dcmontrerons en effel que x est une fonction uniforme 
de la variable 1 co qui rend le resullat prudent impossible a admettre. 


2 . On pout par des transformations simples ramener l’integrale l 4 la 
forme canonique ditc-de Legendre, 

I = 

On posera d’abord 
avec la condition 

i i i i __ 

p — a p — b " p — c p — d ~~ 

La somme des deux premieres racines du polynomc transform^ de R(#) 




de\ient alors £gale h la somme des deux autres Yacines; si a h est la 
valeur commune de ces sommes, la transformation 

«»= / —A 

donne sous ie radical un polynome ayant ses racines deux a deux opposies; 
eiifm par }.i transformation 

on parviondra k la forme indiqueo. 

Nous allons etudier les periodes de cette integrate dans le cas, parti- 
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H =*K -f- iK', 


cn posanl 


K ^ dx 

y/( .r* —-1) (i — ) 


Les deux aulres Iacets donneront evidemment dcs valeurs et D rcs- 
j>eclivenient opposes k A cl B. On pourra alors prendre comme p^riodes 

a.\-iC = w= iK — (— ?K) =4K, 

j> II — > A =s to' = *(K iK') — * K = x i K'. 

Calculons encore l'int^grale 


f* _ dx _ 

c4 J (t — .r) (i — A 2 x 2 ) 


prise le long de Y axe r£el en evitant Ie point i et i par des demi-ccrclcs 
silues au-dessus de Paxe reel. Nous n’alft'ons a fairc le calcul quVntre ~ 
el -+-oo. Par un raisonneraent analogue a celui que nous venonsde faire, 


l’etement dififerenticl dcvicnl 


Si Ton pose alors 


y (a:* — i ) ( A-x*— i) 


kx = 

y 


on trouve 


Ton a 


f” _ dx _ _ f' _ dx _ 

Ji \ / (x i — i) (A 2 x 2 — i) v/( 1 — )C 1 — k A 2 ^ 1 ) 

k 

r . - = K + iK' — K = iK'. 

J n v(> — **)(< — **•»•*) 


3 . On sail que si ia com be alg6brique 

/(•*•, y) = <> 

est dc genre />, il y a integrules abeliennes dislinctes de premiere esp&co 
qui lui sont attacheos. Ces integrates, comme les integrates elliptiques, 
ont des p^riodes. Par la consideration de la fonction 

i 

* iKi f»}k Q »..») 

F(x) = ^e “ Jv. 

s 1 
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(ouy t , .. . , ym sont les m racines de liquation eny : f(x,y) = o), 
on d6montre cornme plus haul quo les periodes de Tint^grale de premiere 
espdce 


ne peuvent pas se r&duire a la seute ptriodeu. 

Nous rappellerons encore sans le d^montrer le th£or£me d’Abel : 

Soil une integrate abelienne 
alg&brique 

/(*,/) = o 

et soient (x t , y <), ..., (ar^, y^) les points d'intersection variables de 
cette courbe avec la courbe algibrique variable 

Cexpression 



est une fonction algebrico-logarithmique des paramdtres 

a,, a r . 

Si en particulier Tintegrale est de premiere espece, cette somme ne 
pourra &tre que constante puisqu’clle doit rester finie. On pourra tou- 
jours choisir x 0 } y 0 pour que cette constante soit nulle . 


f R (^r) 


dx attachee a la courbe 


dx 0 y, J) 


III. - LA FONCTION l(a) INVERSE DE LINTfGRALE ELLIPTIQUE 
DE PREMIERE ESPfiCE. 


1 . Revenons a l’integrale 




dx 


(o < A < 1), 


z est une fonction de x continue, impaire et admettant une infinite de 
determinations. Elle admet pour derivee 

dz __ _1_ 

dx y/(i — #*) (1 — k l x*) 


Nous pouvons sans difficult^ faire l’inversion uniforme de cette fonc- 
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fa 

lion dans un ccrcloy de rayon r suffisaniment petit, ayant son centre k 
rorigine. Le point x — o, pour lequel on a aussi z = o, n’est en eflfct 
pour la derivdc ni un z£ro, ni uii infmi. La fonction inverse ainsi 
obtenue 

est evidemment impaire dansle cercle y. 

Montrons quo cette fonction satisfait k unc 6qu%tion fonctionnclle qui 
nous perniettra, oovntne nous l’avons annonce plus haul, de la prolonger 
dans tout le plan de fa$on uniforme. Nous utiliserons pour cela le th£o- 
reine d’Abcl. 

On peut consid^rer l’inlggrale (i) comm# une integrale ab£lienne 
de premiere esp£ce attache k la courbe 

(2) /* = (i— a?*)(i— A:*#*). 

La parabole variable 

(3; / = 1 

<otipe cette courbe en un point fixe (o, i) et en trois points variables : 

x 2y #3 <Hant les racines do liquation 

(\) (a*— k-)x 3 -h iaa x x 1 -f (af in 1 k*)x •*-»- >a x = o. 

On a d’ailleurs entre les six quantity r«, x Iy y 2} r 3 , j 1? les deux 
groupes de relations * 

l/) /? = I — 0-*- k*)x’t-r A**/ '(1 = 1 , 2 , 3;, 

<*') y t — axf ± (i~i, 2,3). 


Pour 

<i\ -- o, 

A- 

« •=-f 

2 


les trois points d’intcrsection variables confondent aver le point (o, \); 
il sera done possible de prendie a, et a assoz rapproehes respectivenient 

dc o et — *—— pour que les lroi> quantiles 



_ <lx _ 

^(7— 7*) (l — k^jr *; 



dx 

^—7*70"-- TCr*) 





dc 

V '(TZ 55 ',71 — 7 * 7*1 
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soi^nt toutes trois inferieures k r en module. On peut alors 6crire 
x, = X(a), X(e), ^3= X(w) 

et, comrne il est ais6 de le voir, 

yt~ a(“), yt— x'(*0. = x'(k')* 


Le theordme d’Abel donne d’ailleurs 


e’est-fc-diro 


ft e tv = o, 


x 3 = X (— u~ v) — — X ( m -hr). 


Cherchons & determiner # 3 en fonciion de x 2 , J'i, Kj- Nous avons 


x t -h x t -e xj = — 


■a aa | 


1 ’ou 


On tire de («V) 
<1*011 


X| XjXj — — 


ia x 

aiZZTft J 


a 


X | -r : J'j 


X, -f- X* 

ax x x % — i 


= (rix,**— i)(x,— x»), 


X3 — —————— | 

v, tfi-•«, y 2 


relation que Pun |)eul encore modifier en multipliant haul et bas 
pary, jr a -f- x x y 2 el se servant de (2'); on trouve alors 


ee qu'ou pent 6 crire 

M" 


\ y* xq 

1 — X* x'j x\ 


X(w) X'(r) -+- X'(«) X(c) # 

iirxrxH^yxM r).’ 


eOt la formufe d'addition de la fonction X(i/). 
Si Ton fail dans eette relation u = e, il vient 


< <i I 


X ( 2 M ) 


aX(i i)V (ii) 

1 — X 4 X*( w ) 1 


tpii est la relation fonctionnelle cherch6e. 
Nous avons suppose en particulier 


! <e; < 9\ 



6 * 

c’est-i-dire ici 
0 

el par consequent 
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' | js n 1 < r 

\«\< y 


Soil alors la fonction 4 u( u) d6(inie pour 


par la relation 


I " I < r 




■ > Mu) X \ll) 
1 — k 4 X 4 ^ u) 


Cette fonction n’a d’autres singularity quo dcs p 61 es ;/en verlu de (t>) 
elle sc confond pour 


I '< i < 7 


avec la fonction 1(2u): elle enest par consequent le prolongement ana- 
lytique, el l(u) se irouve du m£me coup proloiigee dans le cercle de 
rayon a/\ 11 est evident que par des applications repetees de ce raison- 
nement, on pourra prolonger l(u) jusqu’a un point quelconque du plan 
sans introduce d’autres singularity quo des pdles. I/uniformite de X(«) 
dans lout le plan est done demonlree avec toutes ses consequences. En 
particular a etanl fonction impaire de X, l(u) est fonction impaire de tl 
et ceci dans tout le plan. 


2 . D*apr£s ce que nous avons vu des dillerentes d^tenninatioiis que 
pout prendre Finlegrale de premiere esp£ce, on voit que 

X[ z — m x \ K - - wi j x > i K' ] = /1 > K — z -b ni x 1 Jv. * m , ^ »i K' ] =. X < z ), 

puisque et 2*K' sont, comme nous Tavons vu, des periodes de 1*inte¬ 
grate consid^ree. La fonction tftant impaire, on a d’aillettrs 

X< — Z) = — X(3 K . 

on voit aisenient que 

X(2K - - 3 ) — X (—— s) = — X( 3 ;. 

Pour z zzs o la fonction X s’annule 


on a done aussi 


X ( O ) ss (>, 

X< > K > 


o et aK sont les deux sdros de l(z) duns le parallelo gramme de 
perioiles qui a pour centre Vorigine . 
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On sail d’autro part que z'K' est an pole puisque 

dx 


lK' = r 

d 0 y < i — ,r a ) ( i — k £ X ± ) 


ainsi quo nous l’avons vu. Dans ces conditions, un autre pdle sera 

aK-f-ZK'. 

Choir lions pour z = i K' la limito de l’expression 

A ’{Z\ 

> ? (5 )’ 


on a 


- f ' f = K ~ t'K'— f 

J 0 y/(| — —-A*x 2 ) */i 


dx 


dz 

dx 


y/(.r*— i)(h 1 x *— i ) 


/(** — i)(**ar* — 1 ) 


t o (jiii prouvo que lorsque) (5), e’est-a-diro x, devient infini, -^ =}/(£) 
dovienl infini comme — kx 1 . On a done 


Si Ton eeril ttlors 


a( z +- a ) 


y(z) 

Inn r—-— ~ — A. 

__ X( z) K\a ) ?/(s) a< a) 

~ i — k* \*(z)/> 2 (a) 1 


el si Foil fait lend re a vers zK', on trouve , on se servant du resulial 
precedent, la relation 


A ( 3 z’K'j 


I 

A \{zV 


(/tie nous utiliserons plus lard. 

La fonction a(3 ) que nous venous ainsi d’6tudier est cello que Jacobi 
appelait 

SIl z. 


il considerail on in 3 me temps les fonctions 


On voil que 


cn z = y i — sn* 3, 
dn z = yj 1 — A 2 sn 2 3, 

3 -v IK ) — i—-— 1 cn(3 z’K') =r -■ ■■ - - ■ dn 3, 
A $113 A sn 2 

dn (3 4* zK ') = — cn a. 

sn 3 
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Jacobi eonsiderait encore ties functions qu’ti apjxdait Itrs functions 0; ces 
functions admettent une perinde a et sont multipliers par une oertaine 
exponeutiolle si Ton augmente do b la valeur Jc la variable; dans 
chaque parallelogramme dont les cotes sont a ct b } elles admettent une 
racine unique — d’aillours aisement calculable. Nous aurons a nous 
servir de functions de cclte espece et oil ferons a ce moment la une 
etude plus detaillec. 


IV. - FONGTIONS UNIFORMES AYANT UN TRIREME D ADDITION. 


Revenons & la formulo d’addilion tie la function >,(//) 


(t) 


\(u -c)~ 


X(u) )/(>>) -f- TJjv )X\u) 

I — /,* A - ( tl) >.*(c ) 


On a d'ailicurs 


*'(«> = \ t 1 — C^) 11 1 — A:* 




On pourrri, apr£s avoir Template duns (i) les // par cos vnlcuis, chasser 
les radicaui et obtenir ainsi une relation tdgebrique 

**)> *<>), M»‘)] = <> 

entre X(a-hv), X(w) > X(v). GVst la. a propremeut parlor, la veritable 
formule d’addition : die ne fait plus inlereenir les ddricees. 

En dehors de la function nous commissions deja deux categories de 
functions uniformes admettant une formule cVaddition rutionnelle : 
le* functions ralionnellcs et les Junctions ratumnclhs de I'exponen- 
tielle e nu (functions trigon.). 

On pent sedemander s’il existe d’ntitrcs functions uniformes jouissant 
de cette proprtete. 


1 . Une premiere m£lhodc consists & transformer le probleme pour le 
rattacher h celui de Briol et Bout]net. 

g 6tant un poljrnome suppose irreduclible, soit f(u) une fonciioti 
satisfaisant a la relation algebriqve 

(a) $lf(" + ^),A«)./( V )I ^ o. 

En posant 

/(« r-v)^ '\ 


A M >’* y* A 1 *) =* s* 
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la relation s’^crit 

O') g(x,y, s) = o. 

En differentiant par rapport & u, puis par rapport a r, il vient 

^(« + 0+|/(«)= o> 
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d’oCi |l 
(3) 


dy 


An An 


dy 




L’elimination dc jf ertre (a') et ( 3 ) donnera la relation alggbrique 

F [/(«), /'(«); /(O./'O)] = o- 

\ 

II v a done une relation algibrique e ntre /(w) et /'(m) ; il suffit, 
pour Tobtenir, de donner a e une valeur constante determine. 

Le probl£me $e ram^nt* alors, comme nous Tavons annonce, au pro- 
bteme de Briot et Bouquet : 

Determiner dans quel cas Cintigrale de Vequation differentielle 

( 4 ) ‘ F[/(«),/'(«)] = o 

m 

(oil F esl un polynome) est une fonction uniforme . 


Nous ne suivrons pas, pour le r^soudre, la methode de Briot et Bou¬ 
quet, mais nous le transfonnerons une dcrni£re fois pour le g£n6raliser. 
Si Ton pose encore 

/(«) = ■*> 
du * r, 


on aura 


= ©I 




u est alors une integrate ab^lienne attach^e a la courbe 

F(jc, y)~o. 


et la fonction 


*=*/(«) 

r^sulte de Finversion de cette integrate. 


Ptl.AM) 



66 


CBAPtTRE II. 


Nous eherclierons plus gengrulement (’) d quelles conditions Vinver¬ 
sion dc l y integrate abelienne 


( 5 ) 

attachee d la courbe 





donne pour x (et y) nne fonction uniforme de zl 

Nous verrons que : la courbe '6) est necessairement de ger&e ziro 
on un , et que les fonctions de z ainsi determiners sont : soitj'ation- 
nelles , soil rationnelles d'exponenliclles, soit doublement perio - 
digues. 

Les fonctions xcly elani uniformes ne peuvent pas 6tre triplement 
p^riodiques; on en conclut que Fintegrale ( 5 ) pent avoir an plus deux 
periodes distinctes. 

Trois cas serout done k examiner : 


Premier cas . — Supposoas d’abord qu'il y ait deux periodes : x 
et y sont alors dos fonctions doublement periodic/ues de z. II est facile 
de voir que la courbe (6) est de genre un. 4 

Si, en efFet, elle £tait de genre z£ro, on pourrait exprimer ration- 
nellemenl x et y cm fonction d’un paramtHro 0 , 0 pouvant d’ailleurs 
sex primer rationnellement en fonction de x et y. Alors ( ) serait, par 
rintermediaire de x et yi une fonction doublement periodique de z. 
On sait que dans ce cas l’eqtialion 

0 (c) a 


admet an nioins deux racines dans un parullelogramme de periodes. 
j^ lj —- doit avoir, en e(Fet, deux p6les au moins. j 11 en resulterait 

qu'a un systemc de valeurs (.r, y) corrcspondraient au moins deux 
\aleurs distinctes de z ce qui est ahsurde. Le genre de la courbe est 
done an moins rgal ft un. 

S’il se trouvait superieur a un, il existcrait au nioins deux integrates 
distinctes de premiere espece 


I, 



~ d.r, 

J } 



Q*U, y) 
JT 


dx . 


(*) Otic generalisation, dounle pour la premiere fois par M, 1C. Picard dans son 
M4nioii*t» stu /o function* ulgebrufues de deux variables , figure dans le Trade 
d'Jna/yie du meme auteur <t. Ill, l r edition, p. 67 ct ftuiv*) avec une raftrcliC quelque 
pew dillY-rentc de eelle que nous allows employer. 
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I’t enons.la premiere de ces integrates et 6crivons-la :• 


la fonclion a integrer 


. _ C Qi(*. .*) dc 

'' J ~7T~ d * 

Q»(^, y) dx 

Jr <*z 
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est «ne fonclion doublement pdriodique de z \ elle se r£duit a une cons* 
tante puisque, Tinl^grale £tant de premiere esp&ce, elle ne pout avoir 
de pdles. 

On a done 


I 





et de memo 



a , dz = a* z 


ce qui est absurde puisque les deux integrates sont supposees distinctes. 

La conrbe est done bicn de genre an comme nous I’avions dit el 
Pintegrale proposes ( 5 ) n’est autre cbose que Pintegrale de premiere 
ospece 1 * dont Pinversion se fait de maniere uniforme par les fonctions 
douhlpmeni periodiques. 

Deuxietne cas. — Supposons maintenant que j* R(x, y )dx nait 

pas de periodes . II ne peut y avoir alors d’aulres singularity que des 
pdles (illume a Pinfini), et, puisqu’il s’agit ici d e fonctions uniformes , 
Pinversion ne pourra donner que des fonctions rationneUcs; il est 
bien Evident qu’alors la courbe (6) est de genre zero . 

Troisidme cas . — C’esl de beaucoup le plus complique a etudier. L T n 
raisonnemeftt d£j& fait (Section II, § 3 ) montre que Pintegrale 



si ellen'admet qu’une seule periode, a forcemeat des inlinis (qui pour- 
ront 6lre soil des poles, soil des inlinis logarithmiques). Suit (</, b) uu 
te^ point singulier : le developpement de Pintegrale au voisinage de co 
point sera de la forme 





X lo^(.r — a) — H, 


H designanl une fonclion holomorphc dans le voisinage du point con¬ 
sider^. 
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Plusieurs cas sont & examiner : 

at. II n'existe pas de singularity logarithmiques . — Pour toute 
valeur finie de z y x ne pr^sontera quo des p6les commo singularity. 
Lorsque z tend vers l’infini, x tend vers un des pdles de z. En vertu de 
I’uniformitg dear, il nc peut exister qu’un seul de ces poles; it peut 
d'ailleurs se trouver 4 distance finie ou infinie, de sorte que le point zzrzao 
peut dire pour x un point ordinaire ou un pdie, mais jamais un point 
singulier essentiel. x est alors une fonction uniforme ne prcsentant 
(radme 4 1’infini) pas d’autres singularity que des p6les, c’est-a-dire 
une fonction rationnelle; x cl y s’exprimant rationnellement en fonc¬ 
tion de z y ia courbe (6) est encore du genre zero. 

(3. II existe des singularity logarithmiques. — Pour examiner ce 
cas, il nous sera utile de d6monlrer un lemmc de Weierstrass, dontnous 
aurons encore 4 nous servir plus loin. 

£tant donnis : une fonction uniforme ayant un point singulier 
essentiel a, un nombre A arbitraire y un nombre rj arbitrairement 
petit , on peuty dans un cercle de rayon aussi petit qu’ii soit an tour 
du point a y trouver m points b ty . .., b m tels que 

/<M=/(*i)=--.«/(*«>, 

I Abi) — X | <*i, 

m etant un entier positif quelconque. 

Ce lemmc est une generalisation d’un lemme bicn connu auqucl il se 
r£duit pour m — i. 

Supposons le lemme 6tabli pour le$ m points, b% % b % , . .., b m situis 


rt*. 4i. 



dans le cercle y de rayon r et soit 

—A | « t < r\. 
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II existe d’aprdSjle lomme que nous voulons g^n^raliser un’ point c tel 
que 

' . l/W-/(»i)l<rr-«, 

c £tant clans un lr£s petit cercly de centre a. 

On peut alors en vertu de la continuity de f\ trouver un point Ci 
voisin de ft* et tel que 

/(*/)=/(*), 


Ci sera dans un petit cercle de centre ft*. Si Ton choisit 


l/(0-/(M! 


suffisammenl petit, les cercles ainsi consLruits autour de a, ft,, . .., ft m 
n’empieteronl pas les uns sur les autres et Ton aura ainsi m- f-1 points 
distincts 


tels que 


r. e , 7 ...» e /M , 

I f( r t) — A | <T„ Aci)=f(c) y 


et le lemme se trouve demontre pour rn -f- i points s’il Test pour m. II 
est done demontr£ en generahpuisque nous l’udmcttons pour m — i. 

Ceci pose re venous a lVxpression 

(,7; - -V* —: Alog(.r— a)--\\. 

JrnJ {.r — a ) 1 nV 

On en lire aisemenl 

- £ — -i —4- 11 

) t >' - ( c — a)e 

Si les A, ne sont pas tons nuls, le point a est singulier essenliel pour 
la fonction 

?(jr) = e A . 


D’apr£sle lemme, il existe des valours de cette fonction auxquelles cor¬ 
respondent rn valeurs de x dans le voisinage de a . Autrement dit pour 
m valeurs distinctes de ,r, 9(^7) prend une nieme valeur, st>ii 90; les 
valeurs de z correspondantes sont de la forme 3 0 -f- 27 :*A, et z proud 
loute celte serie de valeurs pour Tune quelcouque dos valour* de x con- 
sidyrees (il suffiru au besoin de fairo decriro a / une courbe fermce 
autour.de a); il suflil de ne consideror qu’une seule.de ces valeurs, z 0 
par exemple, pour voir qu’a rn valours distinctes de x correspond une 
m$n»e valeur de ce qui eslabsurde la fonction x(z) devant par hypo- 
these ytre uniforme. 11 faudra done que tous les A* soient nuls: autre- 
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meat dit, fcn un m£me point, ne pourront so presenter a la fois une 
singularity polaire et une singularity logaritlnnique. Nous allons voir 
que IVxistence sinmllanye do cos deux singularity est impossible m^me 
en des points differents, et de plus qu’il ne peut y avoir plus de deux 
points logarithiniques. La demonstration de ce fait est basee sur la 
remarque suivante qui est & pen pr£s tWidente : 

Soient dans le plah des x deux domainos D t et D 2 , et dans le plan des z 

Fig. 4 '». 


les domainos A, ot qui leur correspondent. Si l), et D* n’onl pas do 
parties communes, At et A 2 ne devront pas en avoir non plus, car sinnn 



5 un point de cette parlio commune correspondraienl un point dans I)* 
ol un point dans D*, de suite quo x ne serait pas function uniformo 
do 

Or au voisinage d’nn poll* do z correspond e\idcmmenl, dans le plan 
des le \oisinage du point a I'inlim, oVM-a-dire 1 ‘enHemblt* des points 
extyrieurs a une courbe suffisanunenl eloigner. Clierolions re <jni cor¬ 
respond au voisinage dNin point iogarithmique. Posons a cot .•flet : 

A x -4- i j. Z ~ z' 4 - iz'\ ( /; — a > ~ n»sO 4 / ^ii» 0 
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De 

on tire 


z ~ /V log( x — a) 4 - H. 

z' = a logp — 30 4 - ir, 2 " = p logp 4- aO 4- H", 
% z ' 4* ,3 s* =. ( a 2 ~h 3 2 ) log p 4 - II,, 


Hi tendant vers une valour d 6 termin 6 e K pour x — a. 
En ecrivant, pour p suffisamment petit, 

a z' 4 - 3 3 ” — (a-4” (3* ) logp 4 - K 4 - t}, 


on vail (jue as'-f (3 3" est tr£s grand et negatif; on peut men^e dire (en 
nggligcant I’inl»111 ment petit r,) qu ? au voisinage p <e du point a corres¬ 
pond le demi-ptan 

a z 4" 5 3 4~ *' O, 


011 y est un nombre positif d’autant plus grand cjue £ est petit. 

In tel demi-plan a forc£ment des parties communes avec le domaine 
du point a l'infiiii. De ni£me trois demi-plans out toujours, quelle que 



soil lent' position respective, des parlies communes; il est done demontr 6 
com me pousl’avons annoncc, quo les seules singulariles possibles sont 
ties points lo^nrit/unir/nes en nnmbre an plus egal a deux . La chose 
est possible a condition que les deux demi-plans correspondants n’em- 
pietent pas Inn sur Taut re; il faudra done que les droites 

a 3' 4 - J 3 3 " 4 - V “* 
a' 3’ ~f y z ' -+- V ™ o. 
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(jui ies limitent souml parallels el que les demi-plans soient dirig^s ea 

i** 



dehors de la bande comprise enlre les deux droites : on oblient ainsi les 
conditions 


D’ailleurs, le point a rinfini etant un point ordinaire pour I’iiin^grale, 
si Ton prend J R(x, y)dr le long d*tin conlour eomprenanl a son inte- 
rieur touted les singularity on trouve 

IV o. 

ce qui inontre qu'il y a au moins deux points loyavilhmiques dont les 
rt*sidus sont opposes on encore que 

A — i. 

Si Ton considere alors la function 

?(-**> r- <*\ 

les setils points singuliers de celte function seront des poles (pouvant 
provenir de points logaritbmiqiies de z c'est done unc function rntion- 
nelle. Pour que x soit fonction unifo^nie de 3, il faudra que x soil func¬ 
tion uniforiiie de 9. L inversion de 9 devant alors se faire de fa^on uni¬ 
forme donnera une fonction rationnelie: x s’exprtmera rationuellemenl 


II e.st bicn e\ idenl d’ailleurs que si m est la p^riode unique que nous 
a\onssupposee pour 

j* Ut.r y )#/,/% 
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on aura n^cessairement 

•jiJiiA = mw, 

x et y seront done des fonctions rationnelles de Vexponentielle 

ir.iz 

M bt . 
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Le genre do la cuurbe (6) sfcra encore z£ro. 

L’examen de tons les cas est 6puise et montre bien l’exactitude de ce 
que nous avions annoned. On en conclut, en revenant au probl&me pri- 
milif qui nous occupait, que les seules categories de fonctions uni- 
formes ayant un thcoreme d 1 addition a/gebrique sont celles que 
nous noons trouoees . 

Reciproquemcnt toutes ces fonctions possedent un theor&me d'ad¬ 
dition; le fait est coumi pour les fonctions rationnelles de la variable ou 
de rexponentielle; il suflira done de le d^montrer pour les fonctions 
dnublement periodiques : 


Soit en elfet f(x) une telle foaction de periodes w el a/; on sail que 
les equations 

/(>)-"< Ay) ■= b 


admettent pour racines des expressions de la forme 

j't -* ir. y t {iv m (•) -r- m* to *), 

ou les ./ / el les j'/ sont en tmmbre limile . 

A des valours donnees a et b d c f(x) et f(y) ne correspond done 
qtt'un notnhre limite de valeurs de J\x -f- y), a savoir les valeurs 
./ ( r t 

Oela suffit a montrer que la relation ontre f (x -f-jr)? J\x ), f (y) est 
algebrique en f(x-\- r). On montre pareillement qu’elle est alg^brique 

‘*«»/(•'■) <>i /(>•)• 

* , 

2. be problcme que nous venous d'examiner avail etc traite d’une 
autreninniere par Weierstrass qui le metlait a la base de sa theorie 
<les functions elliptiques. 

Indiquons la marclie suivie par W eierstrass. 

Nous supposons done qu’il existe une relation algebrique 

{') - ■ «•)> A «)'/<<*> J " 

dc degr6 ni cn J\u -Ho). I^i tone lion J\ii) clant supposee meromorpbe 
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dans tout le plan, si le point a rinfini n’esl pas un point singulier esseu- 
tiel, la function est rationnelle * 

Si le point 4 l’infiui est un point singulier essentiel, nous pourrons, 
d’apres le lemme d6rnontr£ plus haul, louver m •+• i points distinct* 
61, ..., />«*+1, tels que 

/<A) 

Soil alors l^quation^n t 

k o) 

Cette equation udmei, quel que soil les rn 4- i racines 

/i = J\ x - b k ) ( < -- i. ..., m — l). 

Liquation n’elant que de degre m, deux au moins dc ces racines devronl 
Sire £gak*s, f* el I)* par exemple. 

Nous aurons alors, quel que soil x, 

J\x , hi) ~J\x i- hj\, 

ce qui montre <jue la fonction admet la periode 

(*j hj — hj y- o. 

Faisons alors le changement de variables 



f(x) devient une fonction uni forme o [u) n’admcttnnt plus la periode &>. 
1^ relation (2) devient 

(lo'! !>{&< wi, ft L 

o pent avoir o 4*t,00 eomine points singuliers essenliels; s ? il nYn est pa*s 
ainsi 'j(u) est rationnelle en u; f(.r) est alors Junction rationnelle de 

trJ.v t 

l f ex pone n tie lie e w . 

Dans le casou o(u) a tine siugularilc essenliclle, en raisoniinnl coniine 
on \n*nt do le faire, mi inmilrera {’existence d’unc relation 

Z \ r, ft ) ia: Z 1 C j it ) 

uyuiit lieu quel que soil u. On pmirra eerire 
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En posant > 


C A 

c i 


el revenanl & la variable ./*, il vient 


2 r. i ft)’ 


f\ Jr 4- o>') =- f(x >, 

ce qui raoutre l’existence d'une seconde p6riode w', f(j') est alors dou - 
blenient periodique . 

Nous relrouvons done bien les trois monies categories de functions. 


V. - TRANSCENDANTES DE POINCARi. APPUCATIONS. 

Le probleme qui va maintenant nous occuper esl, en quelque sorte ? 
une generalisation du precedent. Nous nous proposerons de chercher 
vVZ e.riste des systimes de fonctions uniformes , 

/,(/). /*</). 

et idles que 1 'on ait 

J f K at ) K/[ /',( /). /*< t) ./„< / >] < i ~ i ? > . n ). 

R/ efant une fonc/ion rationnelle et a un nombre quelconque reel on 
imaginaire de module superieur d un. Nous dirons qu’un tel syst^me 
de fonctions. stloxislc, poss^de un theoreme de multiplication ration- 
nel . Un exemple simple est donne par la fonction l(u) el sa derivee. 
Nous avonsvu en cflet que 

A ( /Hi — Hit A(H I. //( ft I |. 

On en eonclut que / r {2u) est ralionnel en >/, t "; or s’exprime 
rationnellement en a et >/; done, 

>.'( >u ) = Rs[a(iO. V(u)]. 

Ce probleme a ete etudie d’abord par H. Poincar6 dans un Memoire (*) 
Stn * une classe nouxelle de fransce/tdantes uni formes. Seul le cas 
oil le point t o n’nsl pas singulier essentiel pour les fonctions f est 
traile dans ce. travail. Poincare determine de proche en proctie les coeffi¬ 
cients des series entities <|ui satisfont formellemenl aux relations don- 
nees. II s*assure ensiiite de la convergence de ces developpenients. 


(’) Journal do f.wuvittr, y s^iio, I. G, 
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M, E. Picard, dans deux M6moiaes (*) Sur une classo de transcen - 
dantes nouyelles , a repris le probldme dans le cas giniral; la ni£thode 
employee est celle des approximations successives; elle est d’ailleurs 
applicable comme nous allons le voir au cas particular de Poincar6 ( a ). 
L’etude du cas g£n£ral sera faite dans tin Chapitre ult^rieur. 

1 . Nous nous donnons une substitution rationnelle* 

(*) Vi - (* == i> n)> 

admeltant le point double 

Jr* = . . . == x n = o, 

X,= X n ^O. 

Nous nous proposons do prouver Veiistence d } an systime de fonc- 
uions » 

/i(0* /«<O 

s'annulant pour t ~ o, holomorphes au voisinage de ce point et 
satis/aisant , e/t o«//*e, era s^sf^me rfe relations 

I /*(«0 = R<[/i(0>/«(0» • • - /«(Ol 1 ' 1, > 

</ans lesquelles a est un nombre de module superieur d tin. 

Nous supposerons quo Ton a pu, on developpant R, au \oisinage du 
point O, metlre lo syst&me (1) sous la formo v 

(1') \i~ aixi ^ r t [x x . Ti. .. r n J n-\.> . ../n, 

/’/ nt\ nontenant que des ’orates du second dngre et les a t n'etant pas 
necessqirement districts. 

Posons 

/#(0 -= -1- F nt) 

et substituons dans (2); il viont 

(J) aS^ ■» P f (*i/;=r a/A,/- -«/ /',[/«< l), ...,f n (t)]. 

Les Vi no poss&lant, non plus que les r # * de lernies du premier degr£ 
on /, on aura ndeessairement 

(ft — Hi ) A /— O I / — 1, 4, . . ., /4 ), 

#• 

(*> Mathematical t. Will el X\HI; Annates del'Neale Norma le tn»3. 

(*) IK OicAttu, Butt, Soc. Math., VWIIl, 19*10; Cample* rttul't*, >\ jorilUl 190^* * 
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ce qui cntratne soil 

A f = o, 

soil 

iii = a. 

Nous nous contenterons pour commencer d’examiner le cas ou 
<t, = a 2 =... = a n = a. 

Les A* peuvent alors Stre choisis arbitrairement et les fonctions f t sont 
d6termin£es par le systime d’equations 

< 

( /,(<) = A|i-+-F|(o 

(3') | F i(at) = a F f (l) -r- r,[A,*-f- F,,A,,/ -f F„] = aF/(/) + Pj(l, F„ F„) 

( (i = i, 2, it), 

P< giant une s£rie emigre en F <f •.F„ commen^ant par des termes 
du second degrg. 

Avant de poursuivre, faisons la remarque suivante qui nous sera 
fort utile : t ne figure dans P i que sous les formes 

^ 1 Aj/, .. 

de sorie qui* dans le developpement de P„ un terme contenant tP aura 
pour coefficient un polynome homo gene et de degre p en A t9 

Aj, * 1 An . 

Pour simplifier 1 ’Venture nous nous bornerons, dans ce qui va suivre, 
au cas ou n est £gai 4 deux. Le problgme 4 rgsoudre sera parexemple 
de determiner F et (sans termes du premier degrg) satisfaisaat aux 
relations 

( F(rt<) = aF«)-+‘Pt^ F, *>, 

{ ° I <P(at) = a <!>(/) -h Q(/, F, <f»), * 

o 4 P et Q n’ont pas de termes du premier degr£. 

Nous dgterminerons deux fonctions F t et par les Equations 

F»O0 = a F t (0 *4- P (t, o, o), 

= a ^i(t) -f- Q(t , o, o), / 

puis F a et 4 > a par les Equations 


F,(rtO= « Fi(0+ Pt^> Fi» +i), 

tot(ai)** « F*, *t), 
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et do proche on procho F„ ot par 

^ * ( ^«(a/) = n ^ w (O^Q</, F #l _,' 

Si F„ ot <&„ oxifctent effectivement ot ont des limitos pour n infini, cos 
limitos snlisferont 6videmment aux Equations (4). 

Toutes les Equations qu»* nous avons 4 r&oudrc pour determiner U*s 
fonctions d’approximation I- ,, et 4 > /M sont do la forme 

(5) . 

S(/) designanl uno fonction connuo (<) holomorphe dans It* voisinago 
*ie t'origino, c’est-a-dire dans tin cercle C do rayon R ot sur sa circon- 
ference^ son developpement ost do la forme 

S = 1W 1 -K..ra„ t n i- _ 

Posons 

^ ~ A 2 /* H- . . . A ;| t**, + . . . . 

II vient, on idoutifiant les deux mombros do ( 5 ), 

A n a" •- A n a -h a„; 


or puisquo | a j > i, on a forcdment 

a" — a ^ o ' 

et par consequent 

\ J - n 

-- —- — • 

a n— fl 

t 

Soit M lo maximum du module do S(/) sur le cercle C; on aura 


et dans le cercle 


La s^rie 


si^. 


M 

K" 


I t» \ < M 



<M, 




ost convergent!’ puisque \ a j > i; soil k sa somme. 


(*) En r^aliuK nous ne pcAivons momentancmcnt uflirmev rholomorphisine que pour 
P(K o, <>) et ( v )(f,o,o)qai **rvcnt a determiner F, et 4? r Ke raisotmement que nous 
altons faire rnontre que F, et *P t sont holomorphes* et dc petit module dans C. Alovs 
P ( t y Vh 4\), O ( t . Fj «l» 3 ) sont liolomorpbes et t on aboulit dc proilie cn proche a raftir~ 
(nation du texie. 




FONCTIONS ANALYTIQUES D$FINIES PAR OES EQUATIONS FONCTIONNELLES. rij 
On voit quo la serie trouvee pour ^ est convergente en m^me temps que 
la serie S; dr. plus on a dans le cevcle C 

k etant un numbre ne dependant que de a . 

Goci 6tabli revenons au systeme (/F) el supposons que Foil ait 

I T 4 n —i ( 1 ) | ‘^1 n —1 > 

! O i < M«-», 

dans uu corclc de rayon R et snr sa circoufercnco. On aura dans cc 
tn£mc cercle 

I I* //( t) i ^ k ./>(It, M„-i, 

* 4^(0 !<*./'(«, M, # — ,, M«_,), 

(iii desigiiaiit par pit, »\ *) um* function majorante a la fois de P cl Q. 
On aura done pour lc maximum M„ do | F„ | de | J, 

M n <k.p(H 7 M M H -,). 

Remarquons que dans les equations qui seevent a determiner F, <*t «l>,, 
on pent ecrire 

M«=o. 

Si Foil pose aims 

/>( It, JL‘, X) — TIT( It. X >, 

puis 

x i L.rs{ It, o). 

./*. ~ /* ,m( It, .r, i. 

./* t( -- A .T3{ It. */'//--1 ,K 


Oil a evidemmenl 

II est elitir, d'uilleiirs, d’apres la loi m&ine de formation des quanlites 
qu’ellos vont eu croissant. 

Rappelons ua resultat bieu connu : Soil Fequatiou 

Supposons quVUo ait mu* racitie * poqr laquellc 

i ?\?) I < k 

on pent alors determiner U11 intervalle (a, | 3 ). donl * esi le milieu, lei 
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quo l'on ait dans toul cet intorvallo 

I T 1 < </ < «• 

51 l’on prond x 0 dans c«>t inlorvallc ot si Ton post; 

x, = 9(x„). 

“ • • *.I 


x n a une limite qui est preeisihnenl ;; oua on oflot 
Ui- El = I ?( *^o > — ?(E)I < |x 0 —{|.y 


6tant plus pres do ; quo on a oacoro 

I •**— El < |x« —Eb? < I jt 0 — Eb?* 

ot plus gen6ralomcnt 

{•*«— ? I < I *!> — 5 !•</", 

ce qui xnontre bion quo x n tend ve rb £. 

Or liquation 

.1 = 5 T X . tst( K , x) 


a, si Jl est suffisamment potit, uno racino - voimiio do o (flit* ost do 
I’ordre do R 2 )( 1 )- I^a deriv^e do ej(R, x) pour x ost aussi Ires 
potito (de l’ordre do R), elle a done un modulo infth-iour J i; c ost com- 
pris dans un intorvalle a, (3 ou cotto dGriveo ost inferioure a un nombro<y 
inferiour a i; done 

./•„ x n - 1 ) 

load vors £. 

On aura done toujours 

M ni*n<\> 


i etanl un nombre fixe d’aillours tres petit avoc R. 

Cela nc suffil pas encore £our affirmer Toxistence d'liile limilo 
pourKrt et ; nous chorchoron> pour cola uno limilo superieuro p n do 

| ^ n ( t \ — //—> I ( 0 {• 

On a 


F /( (at) — V h—% ( fit ) / 


( l ) II suffit pour le toir de (Uvelopper n *£rtc. 
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D'aprds ce qui precede 

I 1*(/. F/I—I, —I ) —* F(l* ,4—2. i ) ] <1 A ; }J./t —1J 

A 6tant tm nombre independant de n el tres petit avoc R. 

Los risultats dtablis pour liquation ( 5 ) s’appliqucnt ici a la function 

F«- i(th 

et 1’on a 

\X, t < 


Si done R est pris assez petit pour que k a soil infericur 4 Punit6, la 
s£rie 


F, (F,— F,) - • F„ — F ## _,) -f"... 


converge uniformemenl dans le cercle do rayon R, et F« a une limite F 
qui est la sum me de cetle s6rie. Le m^me raisonnement prouve Pexis- 
tencc d’une limite pour <!>„. F et <I> sont des fonctions holomorphes 
toutes deux dans le cercle de rayon R, et satisfaisant dans ce cercle aux 
Equations (/{). .Ges equations elles-m£mes permettront, puisque i«i >«, 
de prelonger uniformement F et dans tout le plan suivant le prnc£d6 
indique a plusieurs reprises; les fonctions R t - 6tant rationnelles on 
n'introduira ainsi d’autres singularity que des p6les. En r^sum^ oji a 
determine un systime F, <1> de fonctions uniformes , meromorphes 
dans tout le plan d distance finie et solutions du syst&me (4). f et 9 
s'en deduisent immediate me nt . 

llernatr/ue. — Si les a t ne sont pas tous egaux, il ne s’ensuit pas 
grande difliculte. 

Posons 

K(.f) — — s). .. (a n — S). 


Si Ton vent que l’un au moins des A, ne soil pa* mil ii faudra — nous 
Pavons vu — que Tun an moins des a; soit £gal a a, e’est-a-dire que 
^equation 

K(jP>=rO 


ait au moius une racine £galo k a . 

Dans cc cas des fonctions fi pour lesquelles cti est different de a y 
n’ont pas de termes du premier dogre et le nombre des arbitraires A, 
(lout depend la solution csl diminue d autant. Les raisonnements sont 
d’ailleurs absolument les monies, a cela pres que Ton devra remplaoor la 
atirie 


A 



a" — a 


I*1<;AR0 


6 



CKAP1TRE II, 


par la s£rie 

dans la resolution de 1’equation 


f t i«t) — “t Fi(t)-+- S^/); 


cect suppose evidcmment que Ton ait 


K (a*) o, K ( a ') y o. 


K(^iA) <>. 


Si maintenant on suppose 


K(o) ^ <>, 


les functions f n’aurcml pas de lermes du premier degrf'; on pourra 
determiner des lermes du second degre non tous nuls a condition (il 
est aisc de s’cn assurer) que K (a 2 ) soil mil. 

Pour pouvoir determiner les coefficients suivants on devra suppose!* 

K( rtf*) y o pour p ^ » 

el ainsi de suite. 

Si. quel que soil /;,(/> = 1,2, .. . ) on avail K(a^) yt=. o, on if^liticn- 
drait qu’une solution identiqueinerit nulle. En conclusion on n'obtiendra 
de solution holomorphe.an roisinaxe de l'online que si I'erprrs- 
sion K(r//') s cuinule pour une valeurde p el line settlement. 

2. 11 est l>icn evident que si les seconds metnbres des substitutions (1) 
soul des polynomes, le prolongement des solutions dans tout le plan 
n’inlrodnit aucan pdle, et les solutions sont des fonctions enticres. II csl 
aisc de inettre dans le cas general les solutions meromorplies trouxees 
sous forme de quotients de fonctions enticres, I Venous encore le cas des 
deux equation? * 

J\ (tt > - H»| J\ n. z < f > ]. 

y< at I — lt.(/U )« yl / >]. 

lNoiis supposcrons que le seal terme du premier degre dans H, cst 
*/f{t) et dans R*, rtv(f). 

On pent alors sans diminuer la gencrulite (en multipliant an besnin 
liiiiit et lias par des expressions com enables) admeilre que R, et R a out 
mrmc dcnomiiiateur, cc denominaleiir sr reduisant a 1 poury* = y s=o. 

On peut alors ccrire 

M, 
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les polynomesll,, n a , n 3 s’annulant pour /=<p = o et ay ant respec- 
tivemcnt comme termes du premier degre 


Faisons sur/et9 ia substitution 


(/> 



11 vient, apr&s avoir cha$s6 le denominateur dans le second 

membre, 

! /("') ^ ?, Z> 

i -/( «/) i — Fj(/, ?, /)’ 

_ Pa(/, X) 


Si /n est le plus grand des degr£s de P 4 , P a , P 3 , les termes du premier 
degr£ seront, dans P M P 2 , P 3 respectivement, 

# a/(tu «?(/), «/-- -t- m/j 

my provenant du denominateur chasse 

(i y V". 

II suffira evidemment |>our satisfaire a (7) de prendre 

i f(nt) =- IV/.?. X) = «/-•••> 

(/) | ?««/)*= Pil/ 9 - / > 

( yrtri/j -- 1\(/, 9. /J - a/ - H//IX-+-- 

Si Ton fait la substitution 


1 / r. /.:/ 9 < x + a 7 +119], 

* 

on pourra toujours ramener ce systeme a la forme canonique. La troi- 
sieme equation dfcvient en effet 

/(<//) V /(«/) * } 'iz -} ?n y — tn A / //iHs .... 

et en tenant cmnpte des deuv premieres 

/ (r/f k [a — V (</ — m >]/-H [ [i — H(f/ — //?)]? H- my( t) ~ .. 


et il sufiiru de prendre 


\ -r- 


li - 



ec qui exige quo Ton ait 


a m 
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n 

condition que Ton peut loujours r&diser, eu multipliant au besoin les 
termes des fractions en P par un m 4 tne facteur. 

On a done finalement un systenie dutype(i) avec } aux seconds 
membres, des polynomes. On pourra done trouver un systime /, 9* x 
de solutions entires, II n’y a pas lieu de s’Conner de Tind^termination 
que notre solution introduit dans la recherche des fonctions /, 9, x, 1* 
probl&me de la representation d’une fonction meromorphe par un quo¬ 
tient de fonctions entieres 6tant lui-m6me fort ind6termin6. 

3 . Nous avons remarque au paragraphe 1 que dans le ddveloppement 
de P«(f, F,, . . . y F*) [equations (3')], le coefficient d'un terme conte- 
nant W est un polynome homoggne et de degr6 pen A,, ..A„. Cela 
est vrai en particulier pour P|(£, 0,0, ..., o) de sorte que cela est 
encore vrai (d’apr^s la fa^on mgme dont on a forint leurs d^veloppements) 
pour les fonctions de premiere approximation; en remontant de proche 
en proche on voit que e’est encore vrai pour les solutions m£rnc des 
Equations (3'). On peut alors dire (A,, A Iy A„ 6tant des arbi- 

traircs) que ces solutions sont des fonctions des variables ind^pendantes 

— Vi<, u t =x \ t e, — u , t = \„t. 

On a done resolu le probl£me suivant : 

Determiner un systime de n fonctions uniformes de n variables 
• **, «/•)* • • *> 

s'annulant pour cij = w n = o, holomorphes au voisinage de ce 
point , et satis/aisant aux relations ' 

fi(au t , aut , (i - 1, > y .... n), 

R* ay ant eommt scul ter me du premier degri afi (j a J 1 . 

Geci abgg&re m£me une generalisation encore plus 6tendue (*). On 
peut prendre pour les diverses variables des multiplicateurs diflfe rents. 

Soient par cxemple 

\a\ > 1 , ’ ;//;>«. 

On pourra trouver des fonctions uniformes f(ji } v), o(u } v) satis - 


(*) E. Picard, Complex rendus, 190$, Note cit£e. 
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faisanl au sysltme 

/(««, bv)= R,[/(k, v), ?(«, v)], 

'?(«“. *p)-- Rt[/(«, p), ?(«. «>)], 

era supposant 

R, = af 

Ri= 6? + .... 

On po$e pour cela 

f( u > *>) = it ~ F(«, v), 

9( u y v) ~ v -h c(a, e). 

“On proc£de comme plus haut par approximations suceessjves pour 
determiner F et 

On aura a examiner des equations de la forme 

V(ait, bv) a F(w, r)— P(w. r). 

En posant 

F(w, ••) = S1W"' 4 "' 

»*-(«, t>) = 2A„m/'pv = * 

et en identifiant, on trouve 

H ptj ( b 4 J — ci ) = A . 

Pour qu’il soil possible de determiner tous les coefficients B il sera 
necessaire et sufiisant que l’on ait 

an by — a o, 

quels que soient p et g. 

Liquation en <D conduit de m£me k la condition 

an by — b ^ o. 

On devra avoir en particulier 

a * b *, 
b ci u , 

quels que soient A et k . 

Si ces conditions sont satisfaites on poursuivrd le raisonnemenl d T ap- 
proximalions successives coinme on l’a d6ja fait; puis, les modules de a el 
de b 6tant superieurs a limits, on pourra prolonger les fonctions trouvges 

de fa^on uni forme. 

1 

4 . Revenons au cas ou les multiplicateurs sont £gaux. il merite une 
attention sp<3ciale dans le cas ou les substitutions rationnelles envisage s 
sont du tjrjpe de Cremona, c’est-a-dire birationnelles. 

Nous nous bornons toujours au cps de deux equations. 
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Nobs supposons done quo 1’inversion du syst6nu‘ 


( X = Ri(x, y ), 
| Y = R»(x, y), 


prut so fain* par dos fonclions rationnrllrs 


(») 


\ x — ?i(X, Y >- 
(y — ?i(X» v>. 


On pout determiner deux fonctions f(u, *>), 9(«, t>) uniformes ot s’anntr- 
lant pour u = v = o, telles quo 

/<««. «<•> = ••), <?(«, i>i], 

?(««, «•')= R«[/(«. •’), ?(«. *•)]. 

11 vient, d’apres (11) ^on changeant u on e on 

/(£> = ?.[/(«■ r(“, ‘>1- 

?(^» - ?*[/<«, *'). ?(", »’)]• 


ft par consequent f(a M u y a n v)> 9(11*11, a n v) s’exprimrront rationneIlf- 
inent en fonction de /(w, e) et 9(a, e) quf n soil un entier positif 6u 
negatif. 

Cfci nous sera utile pour tftudier certaines proprietes drs fonclions n 
ft v inverses de 

x — f{u , f ). 

- ?(*, «')- 

Soienl 

'* — l'{r. y), 

k), 

• 

res fonclions: nous allons voir qu’elles nVnistenl pas force inent pour 
tous Ifs syst4>mes (A, B) dr valours de x y y. Supposons en effet qu’au 
point (A, B) u et e soient denies et prennrnl les valours u WT r 0 . el 
considgrons la suite dr nombres 

?»«A, It), A. V, II »|. 

'• »). ?? < v. R f 4 (s,( Hi. ?;( V. ■!)]• * 

et plus geniralenionl 

pV°(A, "(A. It t. ,il" •>( Hi). 

A. B> 3 Y. lit. lt)J. 
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que l’on obtient en iterant la substitution p,, p, a paftir di .> valours 
num6riqucs donnees A, B. On aura £videmmont 

puisque 1’on a par hypothdse 

A = /(«o, 

B = ?(mo, e 0 ). 

On peut prendre n assez grand pour abaisser les modules de y ~ au- 

dessous de toute quantity donn£e. Or/et o tendent versz^roavec uc tr. 
A et B devront done 6 tre tels que 

A, B), P^(A, B) 

tendent vers zero pour n — oo. 

Soil D le domaine form6 par les points ou cetle condition est remplie. 
Nous d^montrerons maintenant que reciproquement u et v soiit deter - 
minees en tout point de D el de plus uniformes dans ce domaine . 
Reprenons & cet effet les systemes (I) et (II) avec 

* =/(W| *0» 
v = ©(*/, e), 

X — /(an, bt>) =/(U, Y), 

V = = 9 (U, V). 

Les fonctions inverses 

n=F(x, 7), 

sont uniformes pourvu que X et 7: soient assez voisins de zero : soient 

\*\<r> i7l< r * 

Les relations ecrites plus haut serviront alors a definir 

Ilrr-F^Y). 

Y Y), 

dans un domaine plus etendu; on aura, en effet, 

Y, -ai' =««<!»( jt, 7) = <1 4 »[ pi (X, \ ). p 4 (X, \ )]. 
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On pourra, on repeiant ce proc^d6, atteindre ainsi lout point A, B 
de D : 

On pent on eflot par hypothec trouver un nombre n asses* grand pour 
que o" (A, B), ^’(A, B) soient on module inferieurs a jji; on a a furs 

P(V. W)** a* ?[?'{*( A, B), 

<!>( A, B) ~ «“ <b[p" (A, B), o "*‘(A, B >|, 

(0 cect nous prouve a la fois quo n ot e sont burn deter minces et uni- 
formes en tout /mint du domaine D. II n’iiilorvient en eflfet dans los 
operations do prolongeinent quc nous vonons de faire quo los functions 
rutionnollos p t et p*. 

Sur le domaine D lui-meme on no sail pis grand chose; tout depend 
de.s proprieties de la substitution ralionnollc onvisngeo lorsqu’on Pilih'e. 
Co point de vue a <H£ assoz peu etudre jusqu’& pr£senU 11 est difficile de 
si voir en g£n£ral si los it£res successifs (Pun point (A, B) donn£ onl 
pour >oiil point limite le point (o, o), et par consequent de earacteriser 
le domaine D pour lequel il en est ainsi. Dans le Memoiro d£ja cite 
II. Poincare a forme des oxomples pour lesquols D conliout tout Pospace 
correspondanl aux deux variables complexes. Mais en general I) pout 
ne representer qtt’iine portion limiteo de eel espace. 

lieman/ue. — II pout arriver que pour certains points (./\ y) do 
domaine I), ['iteration envisagee plus haul no conduiso pas a un point 
limite determine. II en est ainsi si (;r, y) est un point fundamental (a, j3) 
pour la substitution (ii) ou plus generalement s’il est point fundamental 
pour la substitution i levee k fois; dans ce dernier cas (jp, y) est le trans- 
forme tPun point (a, £) par la substitution (H,, De ids points 

sont pour K ot 4 > dos points d’indeleiminalion. 

♦i. On pout tenter iPappliquer les resultals de Pet tide preeedenle a 
lV-iudo dos surfaces ou hyperstirfaccs admetlant line transformation 
raliunnclle ( 1 > en dles-m&mes. 

^ Suit, en general, tine hypersurface dgebrique dYquatioti 

Bur,.r„, ) 

avail l a Porigine un point simple avec, pour fixerles idee>, ~ ~~— r/£ o, 

tfX , t , | 


(') B. HulL de Ut Swift** Math. de France, t. *28, uol^T tins*; coir aiosi 

Function* aigebriqne# de deux variables, t. H, note I . 
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Stipposons que cetle surface a dinette la transformation rationnelle 

\, = .j:«+i) -«|/| — r,(x,, ...c, u+i ). 

Xj - KjO,,./•,„+,) ~ «, jtj -T- rj(ar,. 1 x 

• * * *.*.... 

.*'m-M ) C* 7 * 1« • • • 7 )j 

avec 

l«il>i, !«s!>i, .••• 

On pourra toujours obtenir de cette surface une representation para- 
melriquc uniforme et meromorphe, en operant <ie la fa^on*uivantc : 

On peut de l’equation (S) tirer pour un developpement en serie 

Sm+i = 4><>o .... .r , n ) 

uniforme et holomorphe au voisinage de Vorigine. 

Si l\»n transporte ce developpement dans les m premieres equations 
de (A), on obtienl le systeme 

<U) V ~ . e //f ) . r m ) (/ -- I. 

dan* lequel p, d£*igtie une serie holomorphe au voisinage de Vorigine 
et sans termes du premier degre. En raisonrianl comme on sail le faire, on 
pourra determiner des fonctions 

/»( W,.//,„>.-"//,), 

satisfaisant aux relations 

(li') •••* "**“//<)“ ../wi(Wj. 

/ (/-' I, . ?/i). 

fonctions sont uniformes et holomorphe* au voisinage de Vorigine 
mai* nous ne pourons pas lesprolongerpour le moment , les V t n’£tant 
pa* des fonctions rationnelles. 

Si Foil pose alors 

// =/,( U X . tt m ) {i - \y *>./// >. 

% 

-• •*»!./•../*//! ] “ fm+\ ( ^ 1 . .... O m)' 

on ohtient ainsi une represent ition param6trique.de li surface valable 
au voisinage de Torigine. En utilisant le systeme (B r ) on voit (jue l’on a 

V l\| f' . /ft^|W| . «r„n,, t ) {i I. •>. . OIK 

X t , . . V«+i c*t le point de la *urfice qui correspond aux valeur* 
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ai ii # , .. M a m n m des param£tre* et Ton a aussi 

” Sw+t 1 if • • • • U tH U tH )• 

On en conclut pour la function f m +\ la relation 

,/w/^-l 1 U » w t. W w) ^ • • • j **#«)? • • • » Jm+l ( W| <> • • • ♦ U tn ) j* 

Les functions/ t , ../**+, salisfont done en definitive au sysleme des 
relations * 

//(<*|W|.II«K .W«i)| 

(# = i, a . m -a- i). 

dans lequel les seconds membres t sont maintenant des functions ration- 
nelleSy cequi permet d’Stendre & toutes les valeurs des n variables u % les 
functions f h sans iniroduire d y autres singula rites que des pdtes. 

L:» representation obletute est done bien par tout uniforme et me no - 
morphe . 

E\'tinifions le cas tVune courbe . Soil 

F(*> 7 ) = o 

son equation; le fait que cette courbe admer une transformation ration- 
nelle 

k), 

V == H 

du type etudie, nous permet, on vient de le voir, d’en trouver l.i repre¬ 
sentation param^trique 

uniforme dans tout It* plan des a. 

f(n) et ?(//) sont alors deux functions uniformes mcromorphes liees 
par la relation aigebrique 

¥(">] O. 

M. E. Picard a montre ^*) que.s’il en est aiiisi la rel.ition l nr petit 
el re quo dr genre z£ro ou de genre un. 

Toule courbe admettant une transformation rationnellc en (die - 
me me du type considere . est done au plus de genre un. . , 

*9 "" T '" ' ' ■ ' ' ■ ---- ■;. .'' W—rrnr^-r , .. I’ I. 

(*) lv. PtcAnb, Acta Math., t. M. !,<• ilieotertic itomontre par M. Pieaol est «!*;»itteurs 

plus general el »*a|»p|i«|ue pourvu que / et ? soient tics fount ions u»ii formes n'ayant 
que des ftoinis esse ft fief# isoldi. 
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On peut d’ailleurs le montrer autrement : \ a | etant superieur k i, la 
courbe admetune infiniti discontinue de transformations en elle-m£nie; 
ces transformations font correspondre le point 

•*=/(“)» ^=?(«) 

aux points % 

x' — f{a»u). y= ?(a"u) (n = 1,2, J, ...), 


Cel.1 lie pourra arriver si le genre est superieur k l’unite. Supposons 
en eflTet que le genre soit />> i, on peut alors attacher a la courbe 
p integrates abeliennes de premiere esp&ce liii&iirement inde^pendantes 



1 ( x • y ) 

f; 


dx , 



V) 

n 


tf.-r. 


Si Ton consid^re une transformation rationuelle quelconque de la 
courbe en elle-mime, qui change x , y en X, Y, Fint£grale ab^lienne 


/ 


Q,(\. Y) 
F v 


./X 


6tant encore de premiere esp£ce et attache a la m&me courbe sera 
n^cessairement une combinaison lineaire des p premieres. II en sera de 
mfinic de 


/ 


Q.(X. Y) 

f; 


</x. 


et 1' 


on pourra ecrirc 


Aj Qo(u-, y) A,, Q ; >(.r. y ) 

<M*7 Y ) B, Qi(^y) B r <)p{r^yY 


Les conditions cxprimaut que X et Y spilt rationnclles en ./*, y, se Ira- 
duiront par des relations alg^briques entre les constantes A et B; ces 
dernieres seront par consequent determinees en nombre lini, ou bieh 
elles devront dependre d’au moins mi parametre arbitrairc. , 

Si thine la courbe admel imo infinite de transformations en elle- 
me.tne , elle en admet fnregment une infinite dependant d un para¬ 
metre , soil : 

X y •; 0 ), 

Y B,(.*\ r; 0). 


Si Fon a p 1 on aura, com me nous 1 ’avons vu, 


r 


r; ' 


/ 


r,} Q, t r. y) dx 

f; 


1 ,)'W^ 
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les A dependant alg^briquement du paramgtred ; cola ne se pent puisque 
l’itU6gr«tie [du premier membre 6Uint de premiere esp£ce ne peut pas 
deveuir inlime. Les A sont done de.s constautes. Pour la infime raison, 
les B seront aussi des constantes de sorte que la transformation ne 
depend plus d’aticun arbitraire cc qui est rontradictoire. 

i 

On a done furcemenl soil p = o, soil /> = t. 

On pout determiner effectivement la forme des representations p,u*a- 
metriques obtenues par cette methode pour dc telles courbes. 

i° p — o. Si la courbe V{x^y)^o Csl unieursale on sait que Ton 
peut exprimer x et y en fractions rationnelles d’un paramdtre r J y 

s - M°)> 

v - ?i(0), 

0 6lant lui-meme une function rationnelle en ,r, y. 

Suit 

x - /(it ), 

V “ 5 («), 

la representation trouvee pnr les considerations pr^cedentes; uu a 

\ f(ati) =. liIf r, r), 

' = h 2 (x,^), 

b sera line function de u a determiner; on aura 

\ - ?i[0(a«)|. 

V — o 3 [ 0 (an ) J 

«ilors Q(ati) sera rationnel en X, Y dune attssi en r, y, done aussi 
en Q(u) : on est ramen£ a trouver 0 (u) salisfaisant a la relation 

0 {any S[0(n)| 

S elant une function rationnelle* 

2° p = i. Soil, comme dans le cas precedent, 

r - /» t(K \ ~ /('/// t ~ H, ( r, /), 

11 y a une integrate de premiere espAee 
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on aura 



Q(^> y)dx 
pp 


r" Qf/(«), ?(“)] fjyyiu 


G(u), 


la fonction G ( u ) giant emigre. 

D’ailleurs 

*/ 0 ,o F\ Jo,o *V 


k 6tant une constante puisque ce sont deux integrates abeliennes atta¬ 
ches k la courbe de genre i consider^. On a done on definitive 


ce qui entraine 


G (au ) A G( u ) y 
G(u) — \u (avec A = a). 


II en requite que x et y sont des fond ions doublement /feriodiques 
de Aw, e'est-drdire de u. 

w et w' elant les deux p^riodes de l’int^grale abelienne, on a 


k to* = m to +nw' 

A*co = m t to -h n^u)'. 


La constante a sera ici n^cessairement un entier, sauf dans lecas de la 
multiplication complexe (au sensde la th£orie des fonctions elliptiques). 

Passons maintenantau cas d’une surface alg^brique. Nous supposons 
que, pour une surface, 

il y ait une transformation ralionnelle en elle-meme 

x'= Ri(x,^, *), 

y' = R s (x, y, 2), 
s' = RjO, y, z), 

susceptible dans le voisinage de l’origine, point simple de la surface, de 
se metlre sous la forme 


x' = ax -+- Q, {x,y) 
y'^by -h Qs (Ay) 


I«| > i, |6| > i 


Q, et Q a commengant par des formes au moins de second degrg. On 
pourra alors exprimer les coordonnges x,y, z d’un point quelconque de 
la surface par les formules 

/ = ?(«>»’), 4 =r<V(M,e), 
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f* 9 cl ^ elant mtfromorphes en u et e el satisfaisant aux conditions 

\ 

f{au,bv) = Ri[/(m^), ?(w, *0,9(11, *’)], 

*(au.6e) = R»[/(imO, *(«. ‘OF 

9 (aw.^) = Rj[/(u, e), ?("> «■'>»♦(»» ‘OF 

Quelle est I'etendue de la cfasse des surfaces que nous venous 
d'envisager. G’est unc question d laqudle je ne puis repondre. La sur¬ 
face admettra manifesteraent une infinite do transformations ntionnelles 
en elles-indmes, que l’on obtient en prenant les puissances de la trans¬ 
formation initiate• Quand il s’agissait d’une eourbe, nous pouvions con- 
clure qifelle etait du genre z£ro on un , mais on connait pen de chose* 
Mir une surface admettant une infinite discontinue de transformations 
rationnelles. Onsait seulemcnt, eomme Fa montre le premier M. Hum¬ 
bert (*), qu’il exisle des surfaces admeltant une infinite discontinue de 
transformations rationnelles sans admettre une infinite continue . 
M. Painlevi 4 a donne un second exemple extremement simple Je me 
borne a enoncer son resultat. Soit P (c) la function elliptique dassiqtio 
de Weierstrass. La surface donnee par 

\_i* ( i). ^p<y), z =pfYl 

fournit un exemple du fait indiqu£. On irouvera la demonstration dans nia 
Theorie des fonctiotis algebriques de deux variables (t. II, p. 4ba)- 

Les surfaces hyper elliptiq lies reritrent evidemment dans le type des 
surfaces sur le^quelles nous u-nons defaire quelques remarques, sans 
parler bien entendu des surfaces unicursaies. Pour les surfaces hj per- 
( elliptitjues generates, la multiplication par un nombre on tier/) des argu¬ 
ments conduira au cas de 

a =s b =: p. 

II serail int^ressant de recliercher s’il y a d aulres surfaces que les 
precedentes (a\ec leurs degenerescences) rentranl dans la das*e, sur 
laquelle certaines equations fonctionnelles appellent amsi Pattenlion. 

(L On a pu voir que la theorie developpee dans les qualre premiers 
paragraphes est en relation etroile avec le probletne de l iteration. On 
peut futHiser pour lVtude de ce probletne. (Vest par Id que nous termi- 
nerons ce Cliapitre. 


( l ) Huiibkrt, Comptes rcndity 3 o janvirr 1&17. 

( 3 ) F. PAiNtBvfc, Complex rendu*, tevHci 1897. 
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Soil 

*'=«(*) 

line substitution rationnello et soiont 

^ = B ( 3 )y ..., £ n = R (Zn—\ )• . 

les ileris successifs de cette substitution. 

Oil peut determiner unc fonotion uniforms f(t) satisfaisant a la relation 

?(«0 = R {/( 01 . 

Si 1*00 pose alors 

* = /(o. 

on aura evidemment , 

** = /( «"/). 

Si Poit procedait en sens inverse on posant 

5 —(/i—1) — R( ), 

ce qui determine pours.,, une mi plusieurs valeurs, on verrait que la 
quantile 

sera Tune des determinations de z~ n . 

Ces remarqnes pourront servir, dans certains cas simples, a determiner 
la limite vers laquelle tendent les iteres successifs lorsque n auginente 
iudeliniment. 

En voici deux oxemples : 

Prenons d'abord 

* 3 — /(/) — la ug/, 

on sait quo tang/;/ esl function rationnelle de tang/, lorsque p est un 
entier positif 

. tang/>/ = \i{ tang/). 

Les i tores successifs de R soront ici 


Posons 


c, -- tang/;/. z„ =- lang/>"/. 

/ = if >~ f»\ 


alors 


•3 - - .r -l / t V 


I 

i 


e* n — i 

i 
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z et t £tant reels en m£me temps; d ailleui*?, pour 


H = o, V = I, 


on a 


i 4- c T 


II r£sulte do res deux remarques quo les demi-plans v > o et y > o so 
correspondent aiosi que t»<o ct/< o. 

Nous avons 

i eV ,n,ti e */'"*•—i " 

* n 7 **/»*"* e _ , * 


Si Ton suppose jy>o cest-a-dire e > o, cette quantile tend vers 
! 

— I = i pour n = oo. 

Si au contra ire y o, e < o, z n tend vers — i. Les itere> de z se 
precipitent done vers i ou vet's — i suivant que c est au-dessiis ou au- 
desSous de faxe reel. 

Le cis ou z est sur luxe reel e*t plus complique. 11 a a uno £tiide 
nnlhmelique assi*z penible k faire. 11 ne serait pas difficile de reclierchcr 
la liniite de tung/i/ lor>qtie n augmenle indefmiment : si t est commen¬ 
surable a\ec r, taug nt prend un uombre limile de valeurs; si t esl incom¬ 
mensurable avec r, tangrt/ ou, si 1*on veut, tang(n/ — 7rX ) pourra sap- 
procher autanl qifon le voudr.i d un nombre queleonque. Ce probldrne est 
beaucoup plus complique pour lang/>"£. Nous ne l aborderons pas ici. 

Prenons enlin fexemple suivant : 

z = cos/ ™ x h- iy («»\ec t -- h ~<~ iV ). 


cospt est ntionnel en cos* 


On a cette fois 


COS pt S= K(COSO- 

5,, ==1 cos />"* ~ x n -t- iy fn 


et fon pent voir aisement que 


x ■=■ cosuclir, 
y =— sin« sh v ; 

r n cos p n u cl* p n 

y H — sin p n u sii p ft v. 


Si e^o eVst-a-dire si z if est pas une quantity r£elle comprise 
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outre — 1 et -f 1, x n et y n tendeat vers I’infmi; les iteres ^uccessifs 
s’tHoignent au dela de toute limite. 

Si v = o c’est-i-dire y = o ct —-1 < a? < +i, on tombe sur des diffi¬ 
cult^ da m£me ordre que celles rencontr6es pourle premier exemple; 
l'ensemble des points limites des it6res stiecessifs est un ensemble dense 
de points sur le segment (— i, +1). 


PICARD 



CHAP1TRE III. 


EQUATIONS AOX. DIFFERENCES FINIES. FONCTIONS DOUBLEMENT PERIO- 
D1QUES DE PREMlfeRB ET DE SECONDE ESPIilCE. TRANSCENDANTES DE 
M. PICARD. 


I. - LIQUATION Fijc + i)~V(x)=f(x). 


On appelle (tijference finie cVutic function F(jp) et Ton designe par 
la notation A w F(ar), Pexpression 


Aw Vis') 


oil m est une constante non nulle. Cetle expressibn tend vers la derivee 
do F(#) (quand elleexiste) si on fait tendre w vers zero. Par analogic 
avec ce qui se passe pour la derivee on appelle integrate jinie d’une 
fond ion J\x) une fonction F(x) satisfaisant a V equation aux dffe- 
rences finies 

XI '<x)c-J'(.r). 

Par un changement de variables i m media t on ramenera la resolution de 
cette equation A cello de liquation canonir/ue 

( n l*\,r+i) — Ki 

qtie nous allons etudier. 

Remarquons que si F, et F 2 sont deux solutions distincles de cette 
equation, on a 

[F, (.r 1) — — fl ; i(./■)— I*\i / )!*.». v 

ce qui prouve que F, — F 2 est une function de periode 1; inverscmenl si 
a une solution de (t) on ajoule une telle fonction. on obtient une autre 
solution. La solution g£n6rale de (i) esl done de la forme 

Im.O = I'V.r) -4- r(.n. 

I 

• (hi F| est une solution particuliAre et P une fonction absolument qucl- 
conque admettant la periode 1. 



Equations aux differences finies. 99 

Remarquons encore que si F< est une integrate finie de /<, F 2 une 
integrate finie de / 2 , on pourra prendre F, H-F* comme integrate finie 
de /, 4-/2; la demonstration est evidente. 

1 , Le cas ohf(x) est un polynome est ais£ & £tudier* ilsuffira d’apr£s 
la remafque pr 6 c 6 dente de chercher l’integrale finie, que nous designe- 
rons par S,*(«r), de la function f(x) = x n . On trouve facilement par 
l*ernploi de coefficients indtHermines un polynome de dcgre n -f-1 
satisfaisant a Pequalion 

S ;j (jr -Hi)— ’S n (x) = x". 

Ce polynome est determine a une constante additive pres, que nous 
choisirons nulle pour qu’il soil entierement determine. Les polynomes 
ainsi obtenus sont les polynomes de Bernoulli . IIs figurent* de fa^on 
ties simple dans le developpement, ordonne suivant les puissances de 3, 
de ^expression 

Suit en effet 


e zx -I 

e z — f 


ffir —j z Z ' 1 

—— - -o< •*') . hT Z lK x)+... P ^2 h (x)+... 


re developpement, on a 

' *‘“t‘ 1 )- | 


Y 1 ./* 4- I, - ) -- 


I 


e -1 

4 - £„( .r ) -t- 


e *— 1 
*>(')] 


■ t [ X n 4- i/i ( X ) ] 


re (jm montre que 
D ailleurs. si Ton ecrit 


2,4 .r + 1 )— 2,4 x) 


r z r — i 


• I ) 


|:..4 


;« /•" 1 .1 
—- -4-... j j-B, 


on voit que le coefficient 2 , t obtenu en effecluanl le produit ci-dessus est 
un polynome en x, de degre n +■ \ el sans terme constant; e’est done le 
polynome S u (.r) lui-mt>me. 

Supposonsque la fonction/(.r) dont on cherche l’integrale finie soit 
une fonction emigre 


l->) 




■S' 
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La serie 
( 3 ) 

satisfait formellement 4 Peguation; malheureusement la convergence de 
la s£rie (a) dans tout le plan n’entraine que rarementcelle de la serie ( 3 ) 
et ce procSde est impraticable dans la majority des cas. 

M, G. Guichard (*), le premier, a donn6 une solution : nous en dirons 
plus loin quelques mots. M. P. Appell ( a ) reprit la question en vued’une 
application aux fonctions quadruplement p£riodiques de deux variables, 
il determine au moyen de la methode de M. Guichard des fonctions 
entieres U« satisfaisant aux Equations* 

i) — li„(.r) = x " (» = I, K ...) 

et telles que la s£rie 2 a,, U n (x) soit toujours convergente lorsque la 
serie 2 a n x rt Test. M. Appell donne en outre une extension au cas de 
deux variables. D’autres g^omctres ont, depuis, etudie la question ( s ). 
M. Hurwilz (*) donne une mtHhode basee sur le meme principe quo 
cellede M. Appell; la maniere dont on determine les 'fonctions U est 
seule differente. C’est cette derniere methode (pie nous allons maintenanl 
exposer. 


0 


2 . C’est par une integrate de Cauchy que M. Ilurwitz oblient les func¬ 
tions U„. Remarquons pour commence!* que Ton a (d’apr^s le develop- 
pement en serie etudie plus haul) 


S*(^) 




dz. 


cette integrale 6tanl ctendueii un contour comprenant a son interieur 
le point z — o, niais ne ren/ertnant attain autre pdle de la function 
qui figure sous le signe sotnme. Or cette function admet ((’autre* pdles 


( 1 ) C. Guichard, Sur ta resolution de Ceyuatiofi aux differences fhues 
G(i? + i) — G(x) = H(x) 

(Ann. de VKcote Norm,, 18S7). 

(*) P. Ai’pkix. Sur les fonctions periodiffues de deux variables (Journal de Lion - 
vitte, !&)!)• 

(’) M. !Vhiiu;xd a don it ^ un liistoriqtie completde (a question (ttuiletin des Sciences 
math., p. et suir.). 

(*) Hun witz, Sur V in td grate flnie d une foaction entiere (Acta Mathematics, l. 20 • 
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qui sont les points , 

z *= >Ar.i (A - ti, ± a ±/t, ...), 
z£ros du d£nominateur e z — i. 

L’id6e de M. Hurwitz est d’etudier la m6me integrate, mais le long 
cUun contour enveloppant cetle fois les nn -hi points 

z o, 

>-/, dz { zi, ..± mzi. 

L’integrale sera alors la somme des r^sidus correspondant a chacun de 
ces pdles. v 

Au point a le t*6sidu est (a un facteur constant pr£s) 

e at — j , 

f»U * 

ce qui donnc pour residu au point 2kni la fonction — de periode 1 — 

e ikn. — x 

UAxi) n +^ 

L’integrale aura alors pour \alcur 

X -+- n 

c . v , v 1 c* x * ,x —i 

s " (,) + " Z (TfiTF* ' 

X — n 

fonction qui est une integrate (inie de x n et que nous prendrons comine 


F‘g 



fonction U n . 11 est d’ailleurs evident que e’est la tine fonction entiere. 
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11 reste a prouver que si la serie ia n x n converge dans tout le plan il 
en est de mSme de la serie 

Rour faire cette demonstration, nous prendrons commc contour parti- 
culier C« un carre dont les cdtes ont pour equations 

£ =±(2/2 »>3t, 

=3 ±: (2/1 -4-1 )^ } 

dans le plan de la variable complexe 

z = f ir\. 

Ce contour depend evidemment de n ce qui est genant. Rsuffira de poser 

*'= 7 —5—, 

pour le ramener, dans le plan de la variable z\ au carre fixe Y dont les 
c6te$ sont 

V = ± I. 

Fig. 5o. 


1 

V 


c 


E 

\ 


r 




0 


T 

0 

A 


L’integrale devient par ce changement de variables 

n (m \) n :z n 'Aitijf' —1 z‘ n + ] 1 

Nous nous proposons de ehercrher une limite superietire du module 
de U,„ si Ton suppose que x reste dans une region R finie mat's arhi• 
trairement grande . 

On aura evidemment, z ' restant sur Y et x dans R, 

| e* ** | < 



il en resulle 

»:e qu’on peut 6crire 
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| C (l«+I|c it e _ I | < ftn+t , t 
| e (ln+l)z nc — j [ < /jpJrt-4-^ 


io3 


en se pla^ant dans le cas le plus difavorable ou p > r. D’autre part on 
a sur le cdti AB 

* — i ■+* 1 f »> 

d’ou 

) r (sn*M)tcr'—.j| | e<*n-f-i)ic<i-4-/r,')— I | > | | — Y — e (in-hi)it _ Ip 

On a de mime sur BC 

e \iu+\)rz — — e (2/i4-t)rt^ 

comme \ varie de -h i a — i, on voit que 

| — 1 | ]> g—i(«-M)7t j # 

Des raisonnements analogues donnent sur CD 

| , j > ! — e -(*n-M)K 

el sur DA 

j tics'— | | > <? -( 2 n-+-i)tT 4 - 


Quel que soil n > o, on voil aisiment que la plus petite de ces quatre 
limitations est 


qui est elie-tnime sup^rieure a i —e *, c’est- 4 -dire encore a On a 
done sur tout le earn* T 

I —i | > i. 

On a d ailleurs Sur tout le carri 


il vient done 


|U«I< 


} 7z(zn h- i V 1 7z” 


j - 
2 


16 / 1 ! p 2 * 4 * 1 

Krt+l (2n-H) ,( 


Pour itudier la convergence de 2 a„U /t> prenons 


V a * u« - 'fih, 'viv 
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La serie eiant entiere, y/a^ lend vers O lorsque n augments indA- 

liniment. 

On a 


1/expression 



>/j + i n > n ~b i 


a pour limite — ^ y/U* a done une limite inferieure a 

j* 

> e t. 

et, cjucl que soil x dans R, *sj~a% U„ a pour limite O el la serie est conver- 
genie. Celle serie qui converge dans lonte region linie du plan, repr£- 
sente une fonction entiere de x\ r est la solution enlieie cherchee de 
Inequation 

F(.r + 0— 

3 . I'renons maintenant coniine second meiubre J\x) } une fonc¬ 
tion <I>(jr) meromorphe dans tout le plan. Nous allons \oir que I on 
pent determiner une integrate finie deQ>(x), meromor/die clle-meme 
dans tout le plan. 

On pourra loujours ecrire 

<|>(^) ~ 4*,(.r) ~t ‘l*o /•). 

<l>, nayant de pdles qn’a droile deluxe On et<I> 2 pv’ en ayant qua gauche 
du mime axe. D’apres la remarque faite an dehul, il sulfira de cliereher 
I’int^grale linie de <i>,, celle de <I> 2 et de les ajotiler. Nous aurons done a 
traiter le probleme suivant: <b(x)efant meromorphe pat lout a distance 
finie et 11 ayant (pour fixer les idees) de poles </u'd gauche de la 
droit e • 

? 

determiner une integrate finie <b(x). 

Remarquons que, dans ces conditions, la lonction <fr( r -h n) n’aura de 
pdles tjud gauche de la droile 

Kile est a lots holomorpiie dans tout domaine Imrue situe d droile 
tie ; = -^ n\ et alors t n et <3 eiant deux noinhres arhilrairemcnt petits, 
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on pout determiner un polynoinc gn(%) tei que 

\fi n (x) — '\>(x-r-n)' < l n , 


duns toute region born£e du dcmi-plan n e s'etendant pas. a gauche, 
au delit de la droite 

; ~ 4- o. 


Soil alors Li s6tio 


H(.r) —<f>(.r)4- /• *+- 1 ) J -4- -.. 4- [i ■*' I — -4 n)] . 

et supposons que la $6rie 2 z, t ait etc choisie convergente. Soit R une 
region bornee du plan no sY*tendant pas a gauche au dela do la droite 

on aura d mis cette region 


pourvu que 


I fSni-r) — <lM.r -h /i) i < 

/* > N; 


autrnnent dit : a parlir du N I * UM ’ terim* La serie H(j?) converge uni for- 
niement ; quant a la somme des N T — i premiers termos, c’e^l urn* fono 
lion meromorphe. La region R pouvant d’ailleurs etre prise arbitraire- 
menl grande pourvu quelle reste born6e, on voit quo la serie H(.r) 
represente uno fonction meromorphe dans tout le plan. 

On a d ailleurs 

Hi x i) — It(.r) — 4>(.r) — A r i<>) “ [a ; j(^ - u i) — A4(-r) ] -- 

!!(./■ -4 i ) — lt(.r) = 4 >(.r) 4 G(.r), 

(f(.r) designant une serie do polvnomes convergente dans tout le plan, 
ecst-ft-dirc uno fonction entiere. 

Si Lon designe alors par P(jr) une solution entiere de l equation 

l‘(r — \\.r) - G(.r). 

on voit que la fonction meromorphe II(jr)— P(.r) est solution de 
Inequation proposee 

14 r 4 -1 > — F< ./*) - <t>( .r). 

\ 

Lc eas mi <!>(#) a tons ses poles a droite de l'axo des N, se traile do 
Va^on analogue. On pent d’ailleurs, si Lon vent se ramener au cas prece¬ 
dent, ecriro liquation ci-dossus 

^ F(— .r + l) — F(— .*4 -■= <I>(— x) 

el poser 

F(— .r *4 i) ~ — F|(.r). ' 




lo6 

On a alors 
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/ F(— jr) ~— F|(jr -4- 1 ) 

et 1 Equation devient 

F,(^-+-1)— F t (x) = <t>(— 

•(- x) avant ses pdles 4 gauche do Oy). 

Remarque . — Si esl la d£riv£e logarithmique d’une fonction 

m^romorphe elle a seulement des poles simples de residtts 

entiers . D'apr 4 s la loi m&me de sa formation, H(#) jouira de la m£me 
propri£t6 ainsi que F(a:) = H(x) — P(.r). 

La fonction 

r r F(r )t /t 
K(x) = e J * 


est alors une fonc tion mSromorphe et Ton a 

K'(./)= K ( / > F ( r), 


ce qui prouve que F(a?) peut elle-m6me <*tre consideree comtne la 
derive logarithmique de la fonction meromorphe ¥L(x). 

Rempla^ons F(x) par et &(x) par dans Inequation pro¬ 
pose? ; il viendra 

K'(jy-hi) k'(/) _ 'T(jt) 

K{x + i) K(jc) ~ V(x)' 


c’est-a*dire 

Pnsons 


K*(-r -h i) = 


K(x) = L( i) e lLl >*'. 


La font lion meromorphe* L(x) est alors solution de l equalion fonction- 
nelle 


h(x -V l) 
L( x) 




O, 


qui se trouve ainsi rgsohic. 


4. Nous lermiuerons cette Pintle de I’cquation 
F( i ■+■ i) — Ft j ) ~ f(s) 

par un apor^u de la methode employee par \L Guichurd [dans lc ca^ 
ou f(x) est une fonction enlierej. En r6alit6 nous examinerons seule¬ 
ment le cas, plus simple a resoudre, ou /(#) esl seulement supposce 
holomorphe dans une batule limitie par les droiles \ 

avm= V, (a < H). 



Equations aux differences finies 107 

Nous c here borons une solution qui soit holomorphe dans la mime 
bande. 

Soient 

0 = 1 + *'*' (*'<A), 

b = {i + iy (p'> B). 

Fig. 5i. 



deux points du plan el consid6rons 1 integrate 


( i) 




/(g) 


e i ni{jc—z) 


ds, 


prise le long d’un chemin joignant a a 6 el 6vitant les poles 

z = x dt A. 


Celt* 1 inl« 5 grale est une function holotnorphe de x dans toute la bande 
consid6ree, mais elle n’est pas uniforme puisqu’elle prend des valeurs 
diflerentes si l’on integre le long de deux them ins comprenant entre eux 
un certain uombre des p^les plus haul d^signes. Nous la rendrons uni¬ 
forme eu assujettissanl le chemin dint6gration A passer entre le point x 
el le point x — 1. G’est le chemin d^signe sur la figure par a 1 de taiile 
normnle b. 

Que sera dans ces conditions F(x + 1)"? L’element differcntiel ne 
change pas puisque 

z)+titi — e *n({x—z) m 

Lit seule chose qui change est le chemin d'inl£gration 0,2b qui doit 
passer celte fois entre x i el x. On a done 
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F(# 4- 1) — F(a?) n’e$t done |>«is auln* chose que le reside do I’integrule 
consider^ autour dn point x } c est-a-dire 


J\£) 

i~i ' 


— fi x). 


F(#) est done uric solution, holomorphe dans la bande (AA f , BB'), de 
inequation propos^e. La melhode est, coniine on te voil, ires simple mais 
des difficulty se prusentent Iorsqu’011 vent lappliquer ijj^tout le plan, 
a et 6 etant alors rejet^s a linfini. Nous laisserons de edit* U s diffieultes 
du passage a la limite et nous conlenterous de faire quelques remarques 
dans le cas du Ton pourrail suppose 1 !' qu’il a die realise, la four lion <£(#) 
s’dtant comporide convenablenient a rinfini. 

Nous utiliserons l inlegrale do M. Guiehinl pour ctablir une formule 
sommatoire que nous ^appliquerons ensuite a uu ras simple. 


o. Le problime que nous avons en vue est revaluation de la soinme 


n 



7 ~ 0 


O(x) etant une fonclion entiere. 

En faisant sueeossivemenl x = o, 1, .. .. n dans la relation 

j 

I*i x — n — F< /) - (»i x), 

011 oblient 


^ G1 v > = F (n \) — F( o 

v - n 


Nous prendrons eomnie chemin dinlegralion pour evaluer F(#) une 
courbe C pouvanl se ramener a li droite parallelc h On meneepar# el 
evitanlle point x par mi petit are de eercle a gauche de eelle droite. 
(Ceci suppose bieit enlendu que I on a pu prendre a et b a l infini dans 
la direction Or,.) Si Foil pose 

5 -- x -+- it, 

le ehemin se raniene dans le plan do la variable l a l’axe reel, en evilant 
le point O par 1111 petit arc dc eercle situe an-<(<'ssus de 1 ’axe reel. Soil V * 
ce nouvem eliemin. On a 


i‘V) 



G (:r 1 


, e tTJ 


dz 



(i i r -f- it) 


tU . 
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x — z = it, 

le chemin d'int^gration O' qu’il aurait fallu suivre se ramdne encore a F 

Fig. 52. 





•? 

! b 

+ 02 

t 

1 

1 

f _ 

a 


; s 

1 

1 


c 

1 

1 

1 

1 

* 

1 



* 

[ CL 


* 


dans le plan des t et Ton a 

F( 

Oi\ on,a 


r, j , . r e** G(x — it ) 

P(a?.i-i)= — 1 -- =r- dt. 

Jys £ Tit __ 


(>) 


2 F(^r) ~ H(x) -+- F(.r -hi) — G(.r), 
— it) — e < 

g —nt _ 


lM G (*) -r i f fZ^ 0 ^ >V>-e»>G(x-.-Q 

2 2 Jn - 


L 7 mtegrale que Ton obtient ici n’a plus de point singulier pour l = o. 
On pourra done no plus eviter le point O t\l prendre ^implement -Fint-c- 
grale do — 00 a - 4 - 00 le long de Vaxe reel . En f lisant dans la relation ( 5 ) 
x = o et 6 c = n r on ohlienl en definitive 

* 

<«> 2 G(v)«- I[C.(#»)-G(o)l 

V „ I) 

' C* * e”" K/ [G(/i - ft)—F»(/V)J — c~'[G(/i— it) — G{ —1/)] 

ZJ ^ dL 

Gea\ la formule sonunatoirc ( 1 ) cherchee. 


(‘) On trouvera dans Ic Livre de M. Khn»t Lindklok (Le calcul ties res id us et svs 
applications d ta theorie des /onetions) un hislorique assez complcl sur les formules 
sommatoiies et des rcnscignetmints iot^rcssants sur ce sujet qiii, a une certaine epoque, 
occupa beaucoup les math^maticiens. 





110 


CHAMTftE III. 


Appliquons ceci au cas de 


G(x) = e n (h etanl un cntie'r pair). 


•** l* n _— e n J — e n 


e —T.t _ e +nt 


cc qui donne, toutes reductions faites. 


Vrr«-J T%{ 

mr-i-v* 


• i / e n dt, 


et, en posant 


/ - 0 v'«, 


e™* 1 1/0. 


Cette integrate est du type de celles rcncontrecs par Fresnel dans la 
theorie de la diffraction, mais la formule (7) nous permet de la calculer; 
faisant en effet n = 2, nous aurons 


i + t • ~ — i Vv* I e™' dt, 

J *1 

f * e *" 1 rf/ ^ = i-lJ . 


On en conclul 


V'' *v- * /— 

7 , cos — — - V 2 ^, 

j-J /t 2 


tr/ 2 1 r— 

7 , sin — ~ - V2 /? * 
XJ /i ^ 


On appellc ccs sommes lies sommes de Gauss; dies se preseutent dans 
la theorie des fonctions ellipliques. 

Bemarque. — II convient de ne pas otiblierque nous avons au debut 
du calcul, suppose quo n etdil pair. 
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II. - GfiNtRALISATIONS divbrses de liquation 

F(.r -f-i) — F(u?) =zf(x). 

\. Liquation a coefficients meromorphes 

0 ) ?o (*) F(wP - 4 - 1 )-— ?i(x) F (jc) 

se ramene aux types d6ja Studies : 


Ecrivons-la 


el posons 


l'U-f i) — *-r ( x) ~ ^ -j 


11 viont apfes reduction 

«* x = ,0) L(-r M) _ z*>( x) 

I 11 r - 4 - i) — TJ -- -J',i r) — — — L(./* *■ l). 

c 0 ^r; laij 

Prenons pour L(.r) une solution de l’equation 

Lfr 4 n __ ?o(- r > 

\J x) z { ( or f 

<jue nous a\ons appris a resoudre, 

V ( r) sera alors solution de Inequation 

* F, ( r 1 ) — F,(or ) ri< / - / -- l.(r + i\ 

Z i} (X) 

qui esl d un l\pe connu. 


2, On pourrait trailer par celte methode Pequation 

» F(.r M) — a F( j ) — <i( r ), 

ou a dcsigne une constant** diflcrei\te de i. 

Liquation qui determine L(#) est alors 


Mr + n i 

Mr) & 


el admet pour solution 


M/*) —e'* r (a\cc «); 



Ill 
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on a ensuite a r^soudre 

qui admct une solution entiere qu’on sail trouver. 

La fonction 

est alors une solution entiere de liquation propos^e. 

On peut aussi r^soudre cette equation directement comme on Ta.fait 
pour a = i. On se servira pour ceia de polynofaes analogues h ceux de 
Bernoulli et qui seront donnas,par des equations 

(a) S„(x - 4 - i) — a §„(£') = x’ 1 . 

Par Femploi dc coefficients ind6termin£s, on peut montrerqu’il eviste 
un polynome, de dcgre n cette fois, qui satisfait a liquation ( 3 ). Cc 
polynome est d’ailleurs sans terme constant et parfaitemenl determine, 
les autres solutions elant des transcendantes. 

Comme pour les poiynomes de Bernoulli, il existe urie expression 
dans le d6veloppement de laquelle ligurent ces poiynomes. C’esi 


e-i 

?(*) = -r- 

e - <t 



on a en effet 



c“ *■* 

a(x i) = a -z -J- e z 

T . e — <t 

r = n £„(.»•)-f-1 

Z n 

—... 4- — , [ ft 

ft ! *■ 


et Ton voit bien que 

i )—a ~ .r". 

Le d£veloppement de ?(#) estd’ailleurs le produit dcs deux develop- 
pements 

•i i ~ 

~Z — _r -- 4- t> ( Z 4- ... 4- C„ Z n 4- . . . , 

e - a i — a 

zj * z n 

tt zr — I 4-f- . . . 4~ —.i JC n 4- . . ., 

i //: 

t 

et Ton constate en effectuant ce produit que les coefficients sont bien 
des poiynomes en x , du degre n et sans termes constants, et se con- 
fondent done avec les S„. 

On a alors 



C ne contenant a son int<Srieur que lc pdle z — o. 
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Le raisonnement fait plus haul s’applique alors.; la seule modification 
est que le contour C, 4 doit cette fois entourer les points 

5 -= u, z -= lojja >kizi (k ~dh I, .. ,/rt n). 

3 , Considerons enfin Tequation 

it) .a 0 F(.r -Kw) 4-.. a„ P(.r) = G(.r), 


oil a (> . . sont des'constantes donnges. 
Posons 

F(*r — i) — a F(*r) = F,(.r), 

il s’ensuit 

V{x x) — a F( r ~h i) *=F,(jr ^-i). 


t F (x -h n ) — X F— n — j) =. F, ( jr h — i ). 


Multiplions la premiere de ces n equations par une constante b n ~, a 
determiner, la seconde par b n ~*i la /t iimo par l / 0 et ajoutons; il vient 

(4) F i (.r +- /i — i ) -ft, F,(/-rw-q ... ?> n -\ F,(x) 

- b 0 F( j? -i- n) -r ( /v, — X6 0 ) F( j? -Wi — i) -f-,.. 

-4- ( h n —j a ft/j—>) F {«r - i) /* —, F (.r ) \ 


determinons X, /> 0 , . />,* ♦ de fagon a retrouver dans le second 

membre de ( 3 ) le premier membre de ( 4) et par consequent G(x ). Cela 


aura lieu si 


(«) 


//o - 

r«,— — aA«. 

— I “ ft«—I A —2* 

** it — A —l • 


Le determinant de cc syst£me dc /i + i equations aux n inconnues, 
b 0 , .. b, t , se reduil, toils caleuls faits, 4 

Hi) S(a)~ <t« X" r? | a /4 1 1 

II devra £tre nul. 

Soit une racine de Vvquation cctraettristique 

* S(X)r<>; 

an faUant > = Xi dans le sysUhne ( 5 ), il a une solution non nolle qui se 
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* *4 

determine de proolie en proche, On est alors ramene a resoudre 1 ’cqviu- 
lion 

♦ 1 . 

< 7 > /> u I'| <.#*+• /I — I ) + b,, -I l’*| t i*; =:(’«( .# >. 

puis, lorsqu'on eonnait F ( . 

I ' < ./• 4- I) — /. | I’l ./•) = F, i r ). 


Inequation (7) si* traitera coniine 1’equation (\ ). 
La nouvelle Equation caracteristique sera 


On a en effet 


ill'll ^ 

A — A, 

^11 ^ */in 

/>, -A | />»| ~ 


-1 - ' I • = ft n ~| • 

— A, - //„, 

/ 

et Ton en tire iuimcdialemcnt 

'/»/." 4 -. . . f~ ✓/„ — ( A — / , i i ft,,'/." 1 f . . . i ft n ^i ). 

On ramenera done la resolution de inequation (7) a relle de* deu\ 
equations 

r„ . Fa /’ 4 - // — » ) t . . **„ F_.( /* ) =- ti^ / e 

I* i» / - 4 - 11 — a . F ,(41 V, ( /’ i. 

/.» riant une autre raciue de Si/.). 

Vu Lout de ft - 1 operations 011 voit (ju^on aura decompose la reso¬ 
lution de Inequation ( {) en la resolution successive des equations 

F« ,(./ 4 1)—I*’,, ,»./) tii el, 

F„. 4 - 1 >— a/ i , F„ »< /> -- F„ ,i./ 1. 

Pi 1 ./' + 114 - /. f, i ./• i r.< /1 

F l /■ a- 1 > — /., F r ./') rrs I", I r i 

/*,/:, . . /.„ etaul les n raciue*. pas loreement distinetes, de Icquation 

caracteristique. 
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III. — SOLUTIONS PtRIODIQUES DE LIQUATION + «o)- ; jl F( z) = P(z) 
LORSQUE P(s) EST PERIODIQUE. 

Nous nous proposerons maintDnant d^tudier liquation 

(I) F( 3 -to)- I xF(z) = P(z), 

a un point de vue assez different de celui envisage jusqu’ici (*). 

Dans cette Equation /a et w sont des constantes donnces, P(s) est une 
fonction admettant la periode c u'i. On ne diminue d’aiileurs pas la 
g^neralite en supposant w et ga 1 r6els et positifs. 

Nous nous proposons de demontrer Vexistence, sous certaines con¬ 
ditions, d'une solution admettant aussi ia periode w't. 

1 . Pour commencer, nous sapposerons P(z) entiere , la solution 
cherchee devant alors £tre entiere. 

Si Ton pose \ = e w , une lonclion entiere, de periode w't peut se 
developper en s6rie de lament (-) 


V 4 



V 


dans Unite couronne de centre O. 

On aura de menu* pour V(z) supposee'entiere 

1 11 f<=,,’2'[a;x,-4;]. 

Vl 0 

Remarquons que 

3 71 CO 

\( z -(-(•)>= X(;) c 

cl posons 

- ”C|» 

— A > I „ 

II vient 

7- X ’ 

v- 0 


, T 

(*) M. K. PicAHu a Iraitc d’abord ce probletne clans son Memoire Sur une classe de 
transcendantes nouvelles (Acta Mathematica, t. 18, i^). 

( 5 ) Voir par exemple le Traite d'Analyst . de M. Picard (t. II, 3* edition, 

p. 'fa)- 




||f» ~ CHAPITRE III, 

D\»u, en porianl dags (i) et identifiunt, 

Av( X v — \x ) - A v , 

•St «OM5 supposons alors realisee la condition 

A 

I* ^ 

( quel que soil p , entier positij ou negalif ), nous aurons 


a; 


Av 


jj; - 


»iv 


el [l’on voit ais6ment que /a seWe ( 3 ) e.v£ coneergente pours u que la 
serie (2) le soil; la fonction F(js) d^fmie par ee devrlnppemcnl ost 
done bien line fonction entiere; le problime est resolu . 

2 . Supposons maintenant P(^) tneromorphe dans tout le plan de la 
\ariahlc 

3 - / ty. 

Nous admetlrohs de plus que Ton pent tracer une bande 6troite if ren- 
iVrmant O >*, la fonction 6lant Itoloinorplir dans if (si cola nVtait pas. 

Fib. .>3. 


L *I * 
I 


\ 4 , 


4 

t 

I 

I 

I 

4 

♦ 

( 

I 

4 

r 

t 

4 


A' 


4 


* 

t 

1 

t 

« 

1 

4 

1 

? 

t 

I 

» 

I 

f 


cl 


--- 

I 

I 


il sufiirail de faire une translation convenable parallclement & O#).- 
Nous appellerons deid f les valours abso!uc> des abscisses des deoites i 
ot l. 

Nous iiiontrerous quo Von peut determiner une solution koto * 
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morphe , non plus settlement*dans ii\ mais encore dans tonic la 
bande i { i 1 (la signification est 6vidente sur la figure). Une fois cela 
dftmontrt?, nous pourrons prolonger F(s) dans tout le plan en nous ser¬ 
vant de 1’equation (1) elle-m6me suivant uue m^thode qui nous est dftja 
familiftre. Ce prolongcment n } introduira d'ailteurs d’autres singula¬ 
rity que des pdles y P(^) 6tant meromorphe. 

Les calculs sont exactemcnt les m£mes que ceux faits plus ham, mais 
ici le dftveloppement (2) n'est valable que dans la bande ii f a laquelle 
correspond dans le plan des une couronne ff enfermant le cercle de 


F««. >b 



rayon *1 qui correspond a O y. On a en efiet pour les rayons p el p 

d '> ei/ 

*0 = e >i, 

2 K ff 

V <i. 


Nous avons vu que la s6rie de Laurent 


n*) 




satisfait formellement ft l’equation (1). 
Posons 


0 =x <, > 


ce dcveloppemenl devient 

i 

(4')' FO) = 2[r 


(i6' < 




B v 1 | 

Ov-jj X^J’ 
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Comme nous Pavons dil plus hayt cc d&veloppemenl ast convergent en 
memo temps que le d^veloppement (a) c’est-a-dire dans toute la cou- 
ronne jf. D^signons par M le maximum de |P(s)| dans la couronne et 
sur son contour. On a 

|Av|<H, ! B v I < U?'. 

La s6rie 


A v e^ 

i«— u8 


V' 


est convergente comme la serie 


puisque l’on a 


I A v O' \ ' 


0<i. 


Cette derniere s£rie est major^e par 



Qvj \v ^ 


qui est convergent** pour\u que 


IK'I 


— € 


1 ~ . 

— {(t-i CO) 


ce qui revient. dans le plan des a 


Pour la seconde serie 


r < (1 — w. 


2 


G' 


B v * 

— u V* 


elle converge, nous I’avons dit, en mime temps que 


c’est-a-dire pout 





,r > 


,r 


La convergence du developpement de F(v) a done bien lieu dans la 
hande i t i iiidiqu£e ct, en prolongeant Viz) comme il a ete dit, nous 
obtenons une solution periodiqrte et de pgriode 1, meromorphe clans 
tout le plan , de Vequation 

* 

: -4 <♦>) — ;xF| :) - ^(s). 


toujours sous la condition 
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ou 


2/fZUi 

0 )' 


X 7 * e 

quel que soil p . 

On pcut aller plus loin et niontrcr que, pour 


on a 


— d'<x< w, 
F ( 2) < a\\ % 


a ne dejrendant pas de M mais seulement de o>, a/, p, d , d 1 . 
.Nous avions 




pour x — w, on a 


X ! = e r 


et 


, V v - ,V 07 




jLJ «v 

s-v,/ 


Bv 


n o 

[ ' *'oVr/ * . '2-V//'q 

I,- -2/V " j 


ii9 


La quantile entre crochets est (inie et ne depend plus de M. 
Pour x = — d r nous donnerons a F (z) la forme 


F< z ) 

V ' s*! v -» v v+ 1 y AvV ' 

™ Zd \X 1 — 4 UlO v V ‘ \X Jmd I - tJlOv 

ce qui fait encore 

\ ^ u. — 0 V B v i ^ 0 V H v 

* ;i 2mi 0 V — IJL X' ' ;JL Jm* ()■' — \X v’ 

F ( 2 ) ' - — 

d’ou 

i i v V v \v i v IM»V 

\X T ;x dmd 1 — uO v ' ]X JmU ( 0 V — ) V' 

|F(5)I< 

i .. ix? 1 ?' v ' V ° v ^ 

;jl *’JL Jmd I — ;jlO v pv ji ? 2j0v^ ;jl p ,v ‘ 

\ 

!•’(=) 

r - 7t i</ W'l q 

'..il V? f,> ' V? ° v 1 

~ ‘ ;1 | ' 1 J-t l —'Jiff'' ^ 0-'— ;ji J 


La quantile entre crochets est encore finie et independantc de M. On a 
done bien dans toute la bande 


d'< X : C> 



no 
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ime limitation stipdrieurc 
a ne dependant plus de M. 


3. Dans le cas particular oil P(s) est identiquement nulf nos calculs 
nous donneruient 

F(3) = 0. 


11 y a cependunt dans ce cas des solutions non nulles; liquation 

l*\ar -p- o)) — F(j?) = o. 

par exemple, admet covnme solutions toutes le$ functions de periodes o> 
et ' 

Voici une maniere de tourner la difficult^ : 

Soil une function admettant la pgriode ca'i, ayant sur une paral- 
lelc a Oy une iile de pdles; on prendra par exemple 


Posons 

1/equation devient 

f(z —'V(3 a)— \'(z 

P(w)ayantdes poles el n’etautdonc [>as identiquement mille.y (z) se deter¬ 
mine ensuite par la metliode ordinaire. La function l'\z) > - 4 - 

nVst ccrtainement pas nulle identiqueityeuL puisque dans la Itande con- 
sideree plus haul, •]/(*) a des pdles et f(z) est holomorphe. 

Les solutions ainsi Irouvees de Teqnation 

P( z f- o)) — ;i F ( z) t) 

satisfont aux relations 

l*V z ~ f- o' i) F ^ z) 

F( 3 -*-€•>) 

Elies rentreut dans la calvgurie des fonctions duuldeoicnt periodiques 
tie second? espcce (') niri. par definition, sont telles que 

!•’(= + «) - a F(3), 

FU+Ai.-rji'Fts), 


l*) Cette denomination cst due a HkfiMiie, Memoae sm quelques application* des 
font tioits clliptiqucs {Complex rendu*, 1877 etsuiv.). 
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le rapport ~ etaftt complexe 


avec, pour fixer les iddes, 


IV. - LES FONCTIONS DOUBLEMENT PfiRIODIQUES DE SECONDS ESPECE 
ET LES FONCTIONS 6 DE JACOBI. 

Les (onelions doublement periodiques qu’elles soient de premiere ou 
de seconde espece, peuvent loures se ramener a des fonctions d’un type 
parliculier : les fonctions du type 0. C’est Jacobi qui, pour la premiere 
fois, a inlroduit ces dernieres dans la lh£orie des fonctions elliptiques. 

1. Nous uppellerons moinentanement 0(z) la function, d£finie par son 
d^veloppement en' s<h*ie, 

o) , Hs)= n ^^^' 

ll ‘Z — » 

£avec toujours ~ = /* 4- si ; s o^ . 

C esl ulie function entiere. On a on efFet 

i * * 

1 — (J n r +-n 4 b) } — Z n*» — in T, 3 ( 0 

j c “ \ e . ‘, 

designanl la "partie imaginaire de -* La s6rie des modules esl 
done comparable a 


qui converge pnisque s > o. 

On verific aisement que Ton a 

i 0( Z 4- a ) t: z). 

<*) ' 

1 e(3 4- b) = e(5)r " 

On pent ineme prendre ces relations pour definition de 0(3 ) etremonlor 
an d^veloppement donne plus haul, en supposant la fonclion entiere. 
On peut, eu effet, £crire, puisque 0 admet la periode rr, 

n - 4 * ai 2 n TZit r 

e(3)=-. V \„ c " • 
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I M 


Alot’S 

Or 

7 

C 

{You en identifiant 
On en tire 


snr.i3 'in it iff 

e(; + /ii= 2 ) A„(f « e « . 


j: f in 


®(«> - A « e 


q / w — 1 1 ~ / j — 
- e 


r ih 


i n nib _ tt fh 

A* «*“ * =A„ +1 c " 

7: lA/i 

A ^ — A 0 £ , 

. — {in : +« /» 

B( c ) — An <?* , 


ce qui est le d^veloppement ( 1 ) au facteur A 0 pres. 

Dans le plan de la >aiiahle 5 , on pourra constritire, commc* (tour les 
fonclions doublcment p£riodiques, un reseau do parallelogrammes do 
cot£s a et b . Nous los appellorons encore, |vour simplifier, des par alb 1 - 

ZJLL^z t b) 

logrammes de periodes . Le multiplicateur e * n’a pas de zeros 

il en r£suhe quo dans deux parallelogrammes diflferents, les z£ros de 
la fonclion 0(s) soiil* semblabldment places. La determination do ces 



z6i*os esl relali\emcnt aisee. Consid£rons (tar exenfple le parnllelo- 
^rammc (o, a, a -b />). Le nombro des z6ros dans 00 ,pur«dl6logramme 
esi donnl, coninie on le sail, par Tintegralo 


n11 J H ( z } 


prise dans le sens direct, le long du contour*. 
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Sur It'S c6t6s (a, a -4- 6) et (6, o) les termes correspondams de 1’ inte¬ 
grate 6tnnt 6gaux et de signes contraires (a cause de la p6riodicile) su 
d^truisent. 11 m* restc done que 


Or, de 


r" e'(2 ) j r a+, 'e'(s) . 

d ‘-i m dz - 


>r.t\ 


"e'(s) 

0(s -i- b) 


r'vjz) 

X *<=) 


dz. 


6(z — b) = e(z)e 


12 5 - 4 - 0) 


oil lire en preaunt la d^rivee logarithmique 

z t- b) 6 '( 2) ixi 

H(3 ^ b) ~~ H( 2 j a 

II vient ulors 



0 U) a done un seal zero que nous calculerons par l’artifice suivanl : 
Dans la relation 



n ao 


que Ton obtient facilenient en transformant (i), changeons successi\e- 
menl n en — /i, puis en n — a. 

11 \ient 


n ih ( ~ i 

*(z) e '•*' 2je “ VA V , 

sttfr / > V * 

3 ) - e nh 2 e " " ' *" 


ou encore 


»<r) 



Clierchons a annuler 0(3) en annulant separSment chaque lerme de 
cette nouielle scrie. II suffira que Ton ait. quel que soil n , 


xjb 

*( 




kx( s 
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A- n’etant assujeUi qt»’«k la condition d’etre impair; on peut encore derive 
en simplifiant 

(,|_x) ( , / ._;. t = A J. 

Prenoiis pour >. tm nombre impair arbitraire 5* A-hi determine quel que 
soit n; 2 h* *+• i vitaiit uu autre nombre impair arbitraire mais ne d£pen- 
dant pas tie n , nous prendrons 


Nous aurons alors 


k Is. (2 n — X) (> A' 4- 1). 


4* A o-4 - hf} y 


ou /», A' sont tics enliers arbitraire*. On \oit que /es centres des paral- 
lelogrammes de p&riodes sont des zeros de ©( 3 ). D’apres ce que nous 
avons vu plus haul, ce sont les seals . 

2. Nous nous proposcrons maintenant d’exprimer .111 niojcn de la 
fonction 0(z) uiie fonclion doublenunt periodique de seennde esp6ce 
quelconque. 

Considerons a cet eH’el la fonction elemental re 

- . z -+- //>. 

•/*=)= —e ( TT — 

>. et A sont des constants. 

Cette function a, dans un paralltflograrome de periodes. le seul p6le 


et le seul z6ro 


On a d’ailleur* 


•/< ~f (<r- mu 


h a) - e*' u J< 3 ». 

j tf izlt 

/(S +/,)-* " f(Z). 


/est done title fonction doiiblemenl periodique de seconde espece et ses 
niulliplicateurs son! 


M =r e*". •if = C 


Dans le seul cas ou I’on auniit A = tna + nh, la fonction 11 ’aurait ni 
zeros ni pdles et se redtiirail a 
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qui admet effectivemcnt les miiltiplicateurse* a ete w . On a d’aillcurs bien 


JA e* a — 6 jV> (1 ' = e^ a y 

/ h~iT.im — tilln - f). — h 

ri'^e a ~e\ a ' 


qutrement dir, pi el ft' sonl t<‘ls que 


\x h — *x r,t . 


Nous lai'serons momentanement de cole celte hypothese; on [)e«t alors 
determiner X et h a parlir de pi et ft' supposes connus. 

On a en effei 

A — - Log ;x. /t, — ( X b — Log pt'). 

a r ‘ jr.i 04 

Par ie changemenl de variables z -+- ^ on pout ramener a 

Porigine le pdle de Pel6ment simple et, en multipliant par une cons- 

tante con\ enable, fa ire en sorte que le r6sidu soit egal a 1 . G’esl le 

resultat de ce changemenl de variables que nous (JSsignerons niaintenant 
|>a«' /(-s); * 

On voir que nous somnies en pos>ession d'un element simple f (z) 
obtenu a parlir de 0, doublement periodique de seconde espece 
a\>ec les multiplicateurs donnes p et pP, n'ay ant qu'un seul zero et 
an seal pAle dans an paratlelogramme de periodes , arant d I'ori- 
<*ine un j)6le dont le residu est Vunite. 

Soit alors F( z) une fonrtion doublement periodique de deuxieme 
espece 

V ( z + «)•=.fi F(5), 

Ft z f* t )) - ;j/ F( z V 

Conslruisons {’element f{z) ayant /a el ft' pour multiplicaleur. Soit 
.dors 

= ) -= F(*)/ix — z). 

On a visiblement 

•i•(« <0~ * F( 3 )-i/( j? —s) .-'♦is). 

1 

<!>(= A) -u'F<=)~./(-*-=)-‘h=>. 

P 1 

#( 3 ) esl done une fonclion doublement periodique ordinaire; on sail 
que pour une telle fonclion la sonunc des r^sidus pour tons les poles a 
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Il 6 

I’inluruuir d’nn paralltdo^rammc tic peftudos csl nude. Les souls poles 
tie soul: It* point 3 = j? pour lequcl It* residu esl — l-'O); les pAles^, 
,3, ... tit* 1 ms). On a tltmc 

1 m /itiSII,. 

Soient 


el 


r* ^ “ 


Vo 


i w — a >" 




V._ 

— a)"-» 



/< -r 


- > - /[ t ./* — x ) — < J — a ) j 

J\ r — x) — (x — x) /'( 3 — 31 ) 


h— n"- 


*)" 


/ u ( r—a) fr¬ 


it's developpeinenls tit* l*' el / iiu tin point y \ le residu R a sent 

tie la forme 


it,, /*< j — at > — 1 », /'( f — 3t) t i>„ , f " 1 t / ~ y > 

el Foil aura fmalement pour F(.r) /a decomposition en elements 
simples due a I Termite 

( j > Im ./*) -[ l>«,/t r ~~ x 1 ... - l»„ , J " 1 1 / - x > | 

la summation elailt etondue a tous les pules tie F(.r). 

Co raisonnemenl ct res caleuls 11 c peuvont etre fails dans le c.i* 
parlieulier signals plus haul, #>u p t*i p sonl do la forme 

X e<>'\ ;x # e‘>'\ 

Kemanjuons alors tpie dans co eas la ft met ion 

Fi (z) T. ;>/- 


j*s| une function doublemetil porinditjue ordinaire. 

Nous alltins mainlenan! chert*ht*r a evprimer F, (3^ an ninyoit tie W 
lorstptt* F| (3) es| une function douldenienl periodupir ordinaire, ahsn- 
tumenl <pielcnn<|ue. 

f/Alcnienl simple tpie nous utiliserons sera eette fois la tonelitui 


C< z) - 

II est uise tie \oir qtit* Fun a 




Z 4- ff fr Z ). 


y 

't 


i 


l*) 


»r r t 


a 
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Celle fonction ad met d’ailleurs k l’origine un pole dont It* residu 
est 1 . 

Considerons encore la fonction 

= — z), 

el inlegpons-la suivant le contour d’un parallelogramme de periodes 
enlourant le point x. 

Sm* BC et sur DA, prend l(*s monies valeurs; sur CD el AB ces 

Nwleurs different de <(>, (z). 

a x 

Fig. Vi. 

c+a*k 



l/integrale esl done une constants C ne dependant pas de x . 

En reprenant le raisonnemenl fait plus haut pour le cas general, on 
l rum e 

-C I [ A 0 :<r-2},..>V H ?"- | V 

\ |f( . v f Bo — 

a\ ec 

/»< .n — 

II inlervienl ici la condition restrictive 

F, t j -V- h) - F, (x) -r- () 

<|ui, en idenlitfant, so reduil a 

- 

ee (pii entrnine 

X|B 0 f H.O t H/#-, 0' , ~ l J e~^ a -r o. 

la summation £lunt toujour** eteiidue a Ions les poles de K<. 

En particular si 0 = o, ces r^sultals s’appliquent encore, la fonction F 
a dewlopper elanl alor* une fonction doublement periodiejue ordinaire. 


-*)]• 

-*)] 
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3. Certaines functions elliptiques — la function >(j) par oxemple — 
s’expriment, pins ^implement encore au moyen tie <juulre fonclions ana¬ 
logues & 6 ot que nousdisignerons par©, 0,, H, II,; cesqualro fonctimts 
satisfont chacune i» l’un des quatre sys>t6mes deftnis par les Equations 

/(s-t a K )-±/(s), 

/(3-+-a«K')=±e T “ +<>, /(*)- 

On obtient 0|(^) en posant a = aK, />= 2 iK ; dans !e dlveloppe- 
menl (i). 

On a done bien ies relalions 
^ *) j _ it# 

( 0,(3 r-uk') = « * ' 6 ,( 3 ). 

La fonction que nous designerons inninteiinnt par 0 esl d£finie par la 
relation 


< Ay 0(*) = e,(3 — kj, 

ce qui entraine 

8(3 + 'J! K ) -» B(s), 

HI 

-■ ™ (v + i k J 

B(3 -T- 21 K 7 } =_— <? K 

On a ensuite 

• H)- H(s) = -ie,( s - K^iK')e^ ,ii+ ' fc '. 

d’mi 

( ll(* -r-% K > —11(3), 

<,'!) ' ] _s/ 

( II (S — <? h H(s) 

et enftn 

<L) H,(3) — 11(3 -r K) 

avec 

/ H, (s -f» 7 K)—^Il.fs). 

) /j; 

( H,(s 4- aijv'; =5 £ K If, (3 >. 

La notation 0 a change do signification, inai> aticuuc confusion ifest 
possible. 

En combinant (B) et (A) et tenant compie de (3, il vient 
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On a aussi 

— •>< K') e tK * = i 6 ( 3 ) * * K 

c’est-a-dire en definitive le groupo de relations 
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(•iz+i K'j 


iz 


(S) 


H(s f K') ~ / 6(s)e <K 


~ 'ic-bi K', 


€>(3 /l\' ) / 11( 5 , 

dWi Ton peut conclure 

< 1 >) 


2X-+-/K') 


11(5 /K') 0(5) 


Hu-h/K') Ilfs) 

Le* z<h*os de B| sont, d’apres sa defihition, les points 

K 4 fW 4- iv. 


11 eu ivmiIu* quo les z6ros de H sont, d’apres (A), les points 


ceux de II 
eeux de 11 f 


/ h' tv ; 

K tv , 


o* designant la quantile amK + am'/K', ou m el rn r sont des entiers 
a rl)» I raires. 

Soil alors le quotient 

11(5) 


/(s') -- 


0(5) 


On a, d’aprds (,3) el (*/), 


/(5 • K ) /< 5 >. 
/J 5 ■> / h' ) / { Z ,. 


^( 5 ) admet done les deux periodes /\K el i>. i K . 

Dans chaqtie parall£lograiutne de ce> periodes celte fonetion a deux 
zeros simples qui Mint eeux de H : par exemple o el 2 K; (die a aussi deux 
poles simples 2 K 4 -/K' el i K' par exemple. 

% admet, conmu* on le \oit, memos periodes, monies poles et monies 
z£ros que la fonetion >( 5 ); elle n’en differera done quo par une coiis- 
tante C que nous allons determiner. 


On a 

/ 

Ci 


/•(c) -- C 


11(5) 

0(5) 


. pic Ann 
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lk > 


el aussi 


ll( : + iV, ,0(1) 
/K 

en appliquanf lu relation (D). 

On a vu d*a litre pari (Chap. II, section III, 2) que 


i i e(s) 

/.(. f /K x*(s) - xc H( 5 )* 


On a par consequent 


C = dfc 


! k fl 

D’auire part C esi posit if : on a en effel 


'UK^ 1 = M < K > 

c ( n «(K) 


- r 


“S' “S' 


(m-+ mi*) 


> O. 


Alors 


C - 


s/k 


el 


W > 1 

On exprime de m£nie les fonelions on z el dns; en posant //= f i—k 3 , 


on a 


/a 7 h,( 5 ) . /r e,t^ 

i; -V*-5T(I,’ d ” ; =‘‘‘ S<7> 


V. - fiQUATIONS DIFF£RENTIELLES LINE AIRES DU TYPE DE FUCHS 
A COEFFICIENTS DOUBLEMENT PfiRIODIQUES ET A INTtiRALES UNI 
FORMES <*). 


^ous non^,proposons d’etudier les integrates de ^equation diffferenlieUe 
linen ire 


Oi» 


d l »y 
tf z n> 


1 t/z'"-' 


“f ... 4 V mV “ 


lorsque tea t* sont des fonelions de z doublement ptrindiqncs el de 
periodes us et us \ nous supposerons eu outre que /’ integrate generate 
est uni forme el que tons ses points sin gn Hers it distance finie so til 


(’) K. Ph Alta, Train* d* \tutty%e* t. HI, \\, 5 * tl-KJ; Catnpte* rendu*, » s 7‘> 

♦*t Journal dr Cfol/r, I. '10, 
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de la classe de Fuchs (P, devra avoir, en un tel point, au plu* un pdle 
d’ordre i ). Nous verrons que, dans <ce cas y Vintegrate generate peut 
s’exprimer & Vaide des transcendantes de la thiorie des fonctions 
elliptiques . 

1 . Nous etablirons pour commencer le thSoreme fundamental suivant: 

Vequation (E) admet au moins une integrate doablement p&rio- 
dique de secQnde espece. 

Soit en effet 

. ¥ 2 ( 5 ), • o m (z) y 

un systeme fondamental d’integrales; les fonctions 

I ( Z • -f- f»> ), w 4" O)) . Zi n | ( Z rf- W ) 

seront aussi des integrates, etant donn^e la periodicite des coefficients 
de (E). 

On aura par consequent 

<t) */(s (i - 1. 2, 

les a,t etant des conslantes. En cherchant a ramenet cette substitution 
a la forme canonique, on obtiendra au moins une combinaison, 

— a i fik s ) 4- ?«(*) 

qui se reprodiiise multipliee par un facteur constant quand on change z 
en ; + w, Envisageons alors la suite des fonctions 

/,(3), /,13+N't /,(*+W) } ... 

qui soul toutes des integrates de Inequation E. Entre les n + i premieres 
de ces fonctions — n etant inferieur ou egal a m — existera une relation 
homogene et lineaire a coefficients constants, puisque liquation ne peut 
avoir plus de ni integrates lineairement independantes, E 11 prenant pour 
n le plus petit nombre possible, nous aurons 

/*, ( 3 - 4 ~ no/) 6 , f\(z) 4 - b*f\(z 4 - o/) 4 ~... 4 - b n f\ [ z 4 - (n — 1)10 ], 

etant different de zero, puisque autrement le changement de z 
en z —* co montrerait ^existence d’uite relation lineaire entre les n pre- 
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mieres fonctions dc la suite. Posous 


,/1 ( 3 -+-<•/) )_+■ 

'fy I ^ * * *'» ) ■--- ( /.* V “ *+■*'* * = l* +■ i> "t*./ii(^) “3“.. 0, 

.*.. 

,/t [ v — (n — » u»> ( ss /*,, ,i : f- «•/ i ~o i ~.. . -f- /‘ w h j >. 

Nous aurons * 

J\<Z -~n<J) ~J',AZ 0/j ~ 6 i/i(3)-+ . . . ■+■ 1>nfn(z) {b X '£o\ 

le determinant de la substitution d£(inie par ces n relations est egal 
a 6,. On peut done mettre la substitution sous forme canoniqitc, on 
voit qu’il existera unt^ combi liaison lineaire 

M ( J - ,5j J\ \ Z * f . . . -t- *>!, Jn < Z ) 

•/ 

se reproduisant a un facteur constant pr£s quand on change :en; }- u\ . 
Cette combinaison ne sera certainemeut pas idenliquement nulle d’apres 
la fa^on donl on a choisi //. D’autre pait, la fonclion 4 (z) .se reproduit 
aussi comme/i a un factcur constant pres quand on change j en 3 +to. 
Nous avons done 

'Im: ,■(•>) ;i H\zk 
M*i z t~ <*>' > ~ jx' x \'[ z i. 

Lo theoreme amoun t est done d£mnnlre. On peut menu* afliimer que 
dans le cas 011 l equation ens de la substitution ( 1 ) a toutes ses rat ines 
dislinctes , il existe un systeme fondamenlal d'integrafes qui sont 
des fonctions doublement periodiqurs dr sreondt* espece . 

2. On pent oblenir (aeiieiueni dans tons les eas la forme generale des 
autre* integrates de 1’equatiou don nee. Soil l’intcgrale tmu\ee au 

paragraphe precedent; en posnnl 

i; '\\iZ) f \ ,/z. 

. v 12k 

on aura pour ^ tine equation d’ovdre (m — 1 ), du inline type que (K), 
dont Tintcgrale generate sera uuiforme* puisque Ton a 



el que I’on suppose y uuiforme. 

Cette equation admetlra, elleaussi, an moius tine inlegiale *1 dow- 
blemeut pgriodique de sccoude espece, et Ton eontiimera ainsi de prorhe 
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eii prorhe jusqu’A oblenir le systSme fondamental 

y* -v,(s) /¥,(«)*, 

» ' 

.. * • • M 

, y* V*(*) dzj... J' W m (z)dz ; ' 

les fonctions *r 4 , 4’., ..., *F m giant des fonctions doublement periodiques 
de seconde espftee. 

3. II est interessant de rechercher plus explieitement la forme de ces 
integrates. 

Prenons une equation du second ordre; on a les deux integrates 

y*='*,{*) 

Nous devons nous rendre eompte de la nature de 1’integrale y 2 qui 
par hypothise doit dire uni forme. Trois cas sont k envisager : 

a. Les multiplicateurs p 2 ct f*. de V* ne sont pas de la forme 
Alors peut s’ecrire 

l l*i = S[A. /<5 —«> f-... t A n ^fl’'-'Hz-<x)l 
ou 

Pour que l’intggration ne donne pas de logarithmes il faudra que tous 
les A 0 soient nuls et Ton pourra prendre, par suite, 

(a) J^(z)dz- £| \,/(*-a) +-... « A„_, /!«-*)(*- 

[/integrate j'a sera alors comme/j, w/te fonction de seconde etpece. 

b . i>$ multiplicateurs sont de la forme e*", a^ec 0 y^o. 

On a dans ce cas 


avec 


ll D /,(*-«) t ... v B(*-«)l 

/i(3)-e0*;(s) 
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|-»!,» f... I 

Pour que l'integration n'inlroduise pas de logarithmes il faut supposer 
que tous les B # soient mils. II vient alors 

0 J MV/; + 

aver 

— (15j + IS.O B„ O"--*) «r-* fj = o. 

L’integrale y. 2 obtenue est dour encore line function do seconde 
espece . 

r. O/t a 9 = o; i r a ost tine fonction doublement periodique otdi- 
naire . 

Alors 

l F* = 1 [ Ao 4< c — a »- 4 -... +- A „ ( 5 — 3t) ] 

aver 

- A „ — o. 

Les A 0 devront 61re mils nrnime plus haul, il \ient alors 

y V. rf;=l.3 + I[A,;i; — m +...+- A„_ , - ji). 

En choi^issant des roeflirirnts A' tels que 

IV', — o. 

on peul eerire 

(■<) y*iT,f/s x,_ V,.;.3*4-S» v,- V t )l<»3-a>-;(3> 1 

-f-i-IA,; 3 —*«+... -t- \„;<«-j)(s — «)| 

la Inm lion — x) — ) elant douhlemenl periodique ordinaire, on 

peul dire que, dans les Irois eas examines, y 2 se met sons la forme 
d’un polynomc du premier degre on z ot *(z) donl lost coefficients 
sont des functions doublement per iodiq ties aur memos multiphea- 
Lairs . 

On demonire plus generalenieut que : l'integrate genirale d'ttne 
equation (E) d’ordre m peat se mettre sous la forme d'un po/ynome 
de degro m — i en z et ?(^), les coefficients . elant des fonctions dou- 
blement periodiques aux memos multi plica tears (*). 


(*) Voir Pu AM), fraitt d' I natyte {toe. cit) i*l <1. Piouckt, Comptes rvndus, t.U8, 
p. #t. 
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4% Nous y prendrons com me exemple liquation de Lame 

f/t y 

-pj = f m n - I )k 2 sn -z h h] y . 


llermite ( f )-avait deja montre par un calcul direct que Tintegrale 
s’obtenait a l’aide des transcendantes de la th^orie des fonctions ellij>- 
tiques. 

Voici comment Lame (’-) a\ait 6te conduit a cette Equation : Dans la 
theorie de la chaleur se presente liquation de Laplace 


(4) 



t)*\ 

dy~ 


d*\ 
dz * 


= i), 


que Lame traite de la fagou suivante. 

II prend pour nouvelles variables les coordonnees elliptiques p, v, p cor- 
respondaut a .r, y, z et donnees par l’equation en X 



En supposant pour fixer les idee.s 

C<b' V<{JL < o, 

on a les relations d’inegalites suivantes : 

* <> < V- ' ^ //-' : ;x-* < r- < p 2 . 

On prend ensuite comme nouvelles variables : 



dv 

y/( b -— V“) (, c 2 — v■ ) 

d\L 

_ ± _ 

V/(pS— 6 *)(p 2 — r*)' 


v(?c), p(|3), p(y) sont^des fonctions doublement p^riodiques puis- 
qu’eUes r^sultent de l’inversion d’integrates elliptiques de premiere 
espece. Le changement de variables donne comme nouvelle equation 


i >) 


<? 2 - 


tJMV 
> <h* 


4* t, p- — v 4 ) 




1 ;x v s ) 


(•) llsiiMiTCN 4/eV>i. cit. 

( a ) Lamk, Trail? des surfaces isothermes, p. 377. 
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Cherrhons si 1'on pent sali'-fairc a <;elte equation au moycn d’un produit 


F(«, ?> Tf) = N(a) M(p) R(*;) 


et tioi*. fonclious dependant respectivemcnt dc «, ■/. H vient en subs- 

tituanl : 


on 




ri*- N 

</x‘ 


M 


/ * ,^‘M 


i , . R 

It ‘ X <h { 


On a cfailleurs 

< p-— \x l ) ~+~ ( 'X- V 1 ) ~f (V 2 —p J ) SO. 

( 0* ’JL~ ) V* -f- ( JJL- —* V 2 ) ?* 4" ( ** p’ 2 ) O. 

d’ou Ton lire 


i 




?*) 


o--*) 




o, 


A et ^ elanl des ronstantes qaelronques. On salisfera done a ((>) en 
prenant 

N r/a’- c 1 

JL*“ = 

M <i* t-n 

i nn = a' « +/( 

II f/f 2 ri ^ + 


Si I nn prend 


A -», A i. 

r 


on a 


v ~ **na, p. p *117. 

ptiisque, par exemple, 


\ f <h _ ^ f 


f/v 


—*2 V «) 


(7) 


Eit d’anlrcs teimes ou esl ram?n6 a resoudre line Equation de la forme 


clz* 


(tf* 2 +h)}. 


l/equation (-) e>t du type a integrate gen6r.de regult6re (P 2 icd 
egal a gh J si\ 2 3 h } n’a e 1 effet coniine points singuliers que des p6les 
doubles), mais noti^ alloiis voir que celto integrate generate n’est uni- 
forme que pour 

A' n(/i-hi) (// eutit cotter*. 
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La fonclion sn 2 x admet pour periodes 2 K et azK', les points z’K' 4 - w 
eiant les seuls p 6 le$ doubles. Voyons ce qui se passe au point /K/ j>ar 
exemplc. On a 

x 1 1 i /1 -+- k 1 \ 

sn* (/ K - 4 - 1 ) *r~——- — —- - 4 — — ( —y — ) 4 -..., 

v A 2 sir's A* 2 e 2 i\ A 2 ) 

le develoj)pement ne comportaut que des termes pairs. 

Soil alors uue integrate de liquation ( 7 ) ayant pour premier terme 
de son developpement autour de zK' ^expression A(p. devra 
£tre entier pour que Pin te grate soit uniforme, mais pourra &tre soit 
positif soit negatif). Portons dans ( 7 ) et identifion&; il vient comme pre¬ 
miere condition pour determiner p, 

u( {jl — 1) A^ef *- 2 = g 

(«) :*(** — 1 ) = 

cesl 1'equation ditenninante fondamentale de Cequation ( 7 ). 

On voit que si eette equation a une racine entiere, g est bien de la 
forme 

g — 

Liquation est alors 

jjl(jjl — 1 ) = n(n 1 ) 

et admet les deux raeines 

jj. = — #1, jjl = n -f 1. 

D’apr£s la theorie de Fuchs, il correspond effeetivement a la plus 
grande racine une integrale 

Jl vr ( ^ V, (x), 

la fouction U ; ,(.r) eiant holomorphe au voisinage de zK, diflferente 
de O en ce point et paire en (x — #K'). Soit alors y 2 une seconde inte¬ 
grate de ( 7 ) on aura 


<P >, <Py 

V. -- V. —— 


y* -ftr - 


et par consequent 


j *i * ~ y 


/ * d.r 

Tf 


c etant constant. Comme y\ ne renferrne que des tonnes pairs en 
(x — fK'), Pintegration ne donne pas de logarithme; y a qui est (’integrate 
generate est done uniforme et admet un pole d’ordre 


au point # K/. 


“(,/Z — l : n 
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Pour exprimer res integrates, nous prendronscomme Element simple 
la function 

• n ' 

co et X etant des constantes ft determiner ((‘test au fond ltetement simple 
que nous avons deja pris plus haut). 

Une integrate aura la forme 

( 9) \ o J *( -3 — i K ') -4~... A //—, f \ '* 0 ( 3 — / K ), 

puisqu’il y a le seul |*6le #K' et que ce pole est dterdre n. 

Posons enc ore 

c — # K' vi r 


et portons Itexpression (9) dans ltequation (7). On obtient, en itedui- 
sant, des termes en 




le premier disparate dailleurs puiscjue ctest enltennulaut qu’nn a ohtenu 
ltequation fondamentale determinante. 

On obtiendra, .en annulant les coefficients des termc* a exposants 
negalifs, n -+- 1 relations lineaires ci homogenes en A 0 , \ n ..., ; 

les coefficients de ces equations dependent tVai! tears de X et co. On 
aura done finalernent deux Equations en X et co. Cela suffira pour 
(’identification; les termes qui restent constituent en cfFet une fondion 
entiere doublemenl periodique de seronde csp6ce, r’esl-a-dire (puisque 
Pou a pris pour A une valeur arbitraire et que par consequent les multi- 
plicalcurs ntent pas des valeurs particulieres) identiquemeitf nulle . 

Nous avons ainsi obtenu une integrate F( z), fonclion de seronde 
esp£ce. Si A e*t quelronque, P( •— z) esl une autre integrate distincte de 
la premiere. 

ludiquons le calcul pour n = 1. Ltequation est alors 


(10) 


d l v 
dz'i 


( ik 1 *11- w 4 - h 11*. 


t * 

Nous prendrons un element uu pen different 


/ 

/I 3 jl 


11 (;-+-<•> i 



H m I _ 


Ici n — 1 = o, on devra prendre 
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Pour le calcul du d^veloppement de f(z) suivant les puissances dc 

z — i‘K'= 

nous reuvemms au Memoire d’Hermite Sur quclques applications des 
jonctions elliptiques ( 1 ) et nous Scrivons, d’apr^s lui, 


;Jz) 


As) 

e' z 



Hi -L>, :*-12 , -3 — 

3 1 S 2 


ou c est une eonstante dependant de w, mais qui ne jouera^aucun r6le. 
et ou Ton a 

u 1+4, 

li, •-= A- sn (♦> on to (into. 

* .. A(A 2 f-AM ( 7 — > jA 2 +- 7 A* 

<J.> ~ » A » S 11 1 to- - - Ml - W -- ; H -- 

i 4^> 


On a alors 

J\i K' +- 2) -- L 

= C 


/1M 2 


II 1 -- 

, [1 . A - — 12 1 

Substituons dans inequation (10) en tenant compte de ce que 


■i- 


A- su 2 ( 1K' f 



A M -I™.... 


Nous avons d apres la theorie generale a annuier les ternies e 2 et £ pour 
dltournor A et oj. 

On oblient immediatcment 


La solulion esl dour 


1 4 - A - — h — sn- (•> — o. 


x Hvwi 

»m 3) = a c 

K } *(zs 


o) Slant determine par liquation 

« 1 -h A 2 4- h — sn-o> ~ n. 


o. M. K. Picard a doun£ ( 2 ) le premier exemple d une Equation 
liueaire dordre superieur au second, rent rant dans la famille que nous 


( l ) tome III, lies VEuvres d’llerinlte (p. 27?)). 

( ) ft. Picard, Comptes rendus (1880) et Journal dr Crelle (for. cit .). 
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etudions. (Vest liquation 
0«> ^ (A— -t-A.r = o, 


et A| 6tant deux eonstantes quelronques. 

L Equation foudamentale d^terminante esi iei 

’A ( JJL — I ) ( JJL - > ) - <> «A = o 


idle a pour rat ines 4, 
En posant encore 


Oj 1 • 


y - 


II (jc -+- co 

e(.r) 



los const&ules X et sonl determiuees par le^ deux equations 

h — (i f- A: 2 ) 4- t(X-—A-*11*011 o, 

>A*-0 A k l Ml 4 CO -f- '> X( I -4- A' 1 )- A 2 ''ll CO I II CO till CO — //, O. 

L elimination dc X domic 


(a) h x f-8/i, A 2 mi coonco cluco 4 -M mi* co }- N - o, 

oA M et N soul des polynomes en h. 

Le premier memhre de cette derni^re Equation est tine fonclion don- 
hlement periodique de co aux p£riodes 2 K et a/K', avec le pole triple /K\ 
li y a done troi.s racines dans un rectangle de p£riodes et Ton obtient, 
m ^et h y sont arbilraires, trois solutions distinctes de liquation difle- 
rentieile. En faisant = o, on re tom be sur Tequation de Lame 
pour n = a. 

LVquatiop 

'Ll. h- [/,— «(„ 4 i)A*sn-’;]^ 4 h,\ =. «>. 


qui pourrait paraitre gen^raliser a la fois {’equation de Lame et Inequa¬ 
tion (11) n’a pas en general d’int^gralos uniformed pour n > 2. 

Vbiri enfin un dernier exemple. 

Soil le systeme des Equations lin£aire<t 

da v dv it tr dw c 

ds ~ K* *ds It r 9 ds " /** 


on pout considcrer R et r commc les rayons de courbure i‘t de torsion 
dune courbe gauche titles supposer exprimes en function de 1‘arc $. (<n 
syst£me d’integrales est form£ par les neuf cosimis dine tours do la tan- 
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gento, do la uormale principal*; et de la hinormale. Supposons *R et r 
doublement periodiques, l'int^grale gen£rale dit .systeme etaut uniforme. 
On peut mputrcr que, dans re cas, le systeme ad met un sySt^me d’inte- 
g rales periodiqucs de premiere espece. On en conclut qu ii existe unc 
direction telle que tangente, nonnale principal*^ binormale fassent avec 
elle d(*s angles 6gaux qtrand on change s on s -h <J (aelant une constante 
convcnahle). Cilons com me* exempli? le eas on 



a et b elant deux eonstantes, n un untier posirif et dn la troisi&me fonc- 
iiou ellipliqtte. 


VI. - TRANSCENDANTES DE M. PICARD. 


Revenons au probleme examine au Chapitre 11 . II s'agissait de deter¬ 
miner un sWeme de fonclioiis uniformes dans tout le plan, admettant 
le theoreme de multiplication ralionnel : 



if 

/ J\au ) = It, | f( //i. c< // ). . . 

.. •!<(«)] 




\ tin ) H. | /( n i. o( n .. 

^;.:. 1 . 

■ • 'M")! 

1 a : > 



{ an ) - H„[/{ u ». 9 ( n J. .. 




en supposant que les lermes du premier degre dans R,, R 2 , . . ., R,, >e 
reduisent respect ivenieirt a a { /\ a>'j, ..., a m ^. 

Nous avons.vu que si I on pose 

K {[s ) - j a , — s )... ( ft, ft — s), 

il es| possible de salisfaire au >> stemo (i) pardes fonetion> lioloniorphes au 
voisinage de J'origine, a condition quo K(a^) soil nul pour une valeur de 
p et une valeur seulement. Dans le ea< (qni, vunme toute, u>t le ca^ 
general) ort R(a^) nest nul pour aueune valeur de p y on voit immedia- 
lement ru ealeulant de proche^n profile les coefficients dos developpe- 
ments des fonctions ineoiinues. qu il n \ a pas daulre solution holo- 
niorphe que la solution hanale 

/' - z ... 6 * <». 

M. K. Pieard (*) a montre quil existe dans ce eas un systeme de 


{ 1 1 t£. I'm Ann, Sue une ctasxr de transcendanles nouveltes (Acta Mat hem., 1.18 el 23); 
Site une c(axse de fransrenduntes ncneralisant tvs fonctions eltipti quest et abeliennes 
( I n nates dert'ICcate Xnrmote, t. in. 3* sene, m>i3). 
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fonctibns satisfaisant an systeme (i) et possedani d Vovigine un 
point essentiel isole . Si les substitutions sont cremoniennes , ces font* 
tions sont uniformes dans tout le plan . Sinon on ne peut affirmer 
Vuniformite qu y a Vexterieur d y un cerrle ayatit l origine pour 
centre (on a suppose comme toujours \ a\> i). /Vpr6s avoir d^montre 
ces resultats par une methode d'approximatioifs successives fort ana¬ 
logue (tout au moins pour les demonstrations de convergence) a cello 
employee plus haut, nous venous que Von prut encore determiner de 
telles solutions dans lecas pricedemment exclu ou Vequation 

KiS>^o 

aurait des racines de la forme at \ 

Nous ferons la demonstration on suppo^ant (Ve qui nedirniniied ailleurs 
pas la generalite) a reel et positif. 

1 . Si I on fait le ehangement de variables 



les font* lions inconnues f(u ), . .Mipposees avoir a I'origino un 
point siligulier essentiel se transforment en de nouveiles four limit que 
nous designerons par 

fi Z )* .... Z ) 

qui admettent la ptriode etqui sont uniformes si les premieres le sont. 
Ces fonctions devront el re des solution** du nouveau systenie, 

/(* + «)= H« [/(5).'K-)] - J* 

?fs-R 2 f f(z) . •list 1 <hlA*> . 

4* (0 ) ~ • . •> - )] — 4^* > 4* ^/*[./( 2 ).’W ^ ) b 

oil les Q,, . . ,j no possedent pas de termes du premier degre et oa 
Ton a * 

•ir.to 

ft = e f,y I (•) > o puisqtie ft > l y. 

La condition initiate qui determine le cas que nous eludions 

K (ttv > ^ o, 

peut s ecrire 
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Le probteme pos6 est alors ramen£ au suivant. Montrer quo si cotte 
condition (a) est r£alis£e, le syst&me (2) admel unc solution de 
piriode w' i uniforme et meromorphe dans tout le plan si les substi¬ 
tution} sont du type de Cremona , et dans un demi-plan seulement 
dans le cas contraire. 

Nous ferons en premier lieu /== <p ==...== ^ === o dans les d^veloppe- 
ments Q,, ..., Q m (qui sont convergents si \ J |, | <p |, ..., | ij; | sont assez 
petits). Les fonctions qui constituent la premiere approximation seront 
alors des solutions periodiques du syst^me : 

,/i(5 + w)=s 

' ....? 

'% (~ -f* 10) u,„ 6 #( z). 

Ce sont, en d’autres termes, des fonctions de seconde espece aux 
periodes gj'i et a), et aux multiplicateurs 

(1, ^r,), (Ijrtj), ..., {ly a m ). 

Nous les choisirons de fa$on k ce quelles aient des poles (les monies 
pourtoutes), mais qu’elles res Unit holomorphes dans unc bande ii ', 

— <l' .r < d ((t > o, <i' > o), 


sufiisamment petite. Nous designerons par M le maximum de leurs 
modules dans cette bande. Com me nous aurons toujours la faculte de 
multiplier cos fonctions par des faeteurs constants arbitraires, nous 
pourroiis >up|M)Ser M aussi petit qu’il nous plaira. 

Pour simplifier nous appellerons premiere bande la bande O r, AA', 


et premiere bande prolongee la bande 1 i s , 

- fC < ./• ■ ^ (0 -f- (/, 

Les fonctions cp,, . . de seconde approximation seront definies 
comme solutions des equations 

/ f\(z -+■ <*0 ™ "1 <M/«. ro.'M> 

(C .. 

\ 4- w) - =?0,- Voi¬ 

ces* equations sont du type deja etudie 

( 4 ) 


1«\ s 4- e>) -- ;jl F( j ) 4 - \\z\ 
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Nous supposerons M assez petit pourqm* la serie q( |/ 0 J, J |, j |), 
qui majore a In Ibis toutes les series Q,(/ IM ivste convergent 

dans la (made //'. II esl .dors possible, a une t ohdition reprndant, tie 
determiner des solutions des (equations (3) qui soicnl liolonmrplu s dans 


* »7 



la premiere bande prolongee. LYtude de IVquation (4) avait doimr 
rotnme condition : 

;ji a ) /' 1 a > or > =- r *" ). 

Cette rondition devient, ave< 1 les notations artuelh> t 

J 7t f> M' 

O t ^Of' Oil <*tAv 0> t 

quels que soient i et p. Ce n’est pas untie eliose que la rondition (?) 
que nous avons suppose** satisfaile. 

Soient alors F,, <F,, . .H’, les lonrtions ainsi tiou\ees : nous pren- 
droils romme functions de seconde approximation les fonetions 

./, , iv 


• V., 

qui soul aussi solutions des equations (3) eFqui admettenl dans la pre- 
mirre bande prolongee les memes pOles que 9 ^, . . M r \> 0 a\re les 
mdniCs residus. 
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On a cTailleurs dans toute la bande i', AA', 

| M.\H. 

I V.l <*.?(>!, M, .... M). 

A’ <kant une quantile independante*de M; on pent done ecrire 

M,.... Mi, 

Mi iHanl le maximum des modules des lone lions de premiere approxi- 
malion. On volt que M, sera infiniment petit en raeme temps que M, 
q ne contenanl quo des termes de degr£ superieur a i. On pourta done 
fa ire (en preuanl M assez petit) que la serie </(M *f M,, M + M,) 
soil convergente dans la bande it , 

Les fonctions / 2 , . . . *’h de troisieme approximation seront alors 

$ /. ■+* l 4 i> 

©2 ©o 4- *1*2. 

^2 %"4“ M J, 

F a , <F» 7 . . ., U‘ 3 riant les solutions des equations 
F 2 (*~M0)-,,7 t V 2 (3)+ Q,[/.,9,,...,*l] = «l . 

^(3 fO))=~ct}H ■+• If fulfil ?h •••> *-V * 1 ~ <f rn 4~l i i> ], 

bolomorplies dans la premiere bande prolongee. 

On pourra, coniine plus haul, 6oriro N 

M s < /v.?[M -4- M,.M f \l, J 

dans toute la bande 1 7 AA\ 

Plus g&neralement, vn supposant definies./„_,, . . . , et si Pon a 

pris M assez petit pour que ^(M-f ., M + M w _i) converge, on. 


aura 

f n — J o ~+" 1* i, > 


aver 

, ’Vn — 


(5)' 

/ I' n(s -4* <o) — U) l'«(s)-t- Qi{/,)4- F«-l- • 

. . . 4- 

I '1 w) = <*»» ( z) O ,u(f* f* 1’ /<—J ) . 

% 4- X V, 


FlOAIir) 
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et Ton pourra encore 6crire 

M rt -< k.q(M .... M + 

dans toute la bande i> AA'. 

Nous allons voir que M peut itre suppose assez petit pour que M„ 
reste borne par une quantity fixe , trds petite elle-mdme . C’esl dire 
que, quel que soit n, la s^rie 

*0* 4-M, ( , .... M -H- M„) 

convergera; il sera done possible en supposanl M sufflsamment petil 
mais different de z£ro de r^pdter les operations pr^ccdenlON une infinite 
de foi*. Nous elablirons du m<*me roup que les approximations F M con¬ 
vergent iiniformlment, pour n = oo, vers une liinite. 

Si Ton eonsidere la substitution 

x ~ k. q ( M -4- ..., M -f j 1 ) ~ /■( »M x ), 

% 

ou M et x ne figment qu’au second degr6, et si Ton pose 

x i 5= '(M> o), 

^2 


'•« r(M, x ), 


on aura ewdemment, quel que soit n , 

n 2 '* h 5 

or si M est tres peti^ (’equation' ' 

x -- r( M. ./ ) 

a line raeine tres petite vers iaqueiie tendent les ,/•„ tout en lui restant 
mlerieurs (lc raisonnement complet a deja el6 fait dans mu* autre occa¬ 
sion). Si - designe oetle racinc. on aura done foien 

'*/i $ 

aussi Ioin\cjn’on ponsse I’approximalion. 

II snflira done lm*n de prendre % (eYst-4-direM'> assez petit pour pon- 
voir continuer indrlimtnent. 

Ecrivous alors 


*6 i F„( z -} <j> ) — F„_,( z -f a») 

= *,\F„f i) -F n .,(zr) f- Qi</n-i, 


% 

%—» ) Qi 0 # " • • • « + 
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On a dans la bande ii\ 

IQl(y«—1.» ) Qt («//*—»- * • • r tyn—i ) I < C ■■1 * 

>. etant une cpnstante independante de n et trds petite en in4me temps 
que M; pour N*.., il represente le maximum des fonctions 

Vn-i—Vn-i* *. 

dans la premiere bande. Or l’equation (6) est dn type (4) la fonction 
inconnue 6tant cette fois F n — F,,..,. • 

On aura done 

NaCAa.N*-, 

la signification de N,< etant evidente. « 

Coni me a est arbitrairement petit on pourra prendre 

A X ■: 1 . ' 

La sdrie 

- (— F M ._,) 

est alors absolument et uniformement convergente dans la bande i\ AA. 
puisqu’elle est majorde par la s6rie geometrique convergente, 

F, 4 a done une lirnite, ainsi d’ailleurs que ..., Appelons F. 

<t>,_H ces Iimites. 

Les fonctions 

/ = /«-*■!’. 

sont alors des solutions du sysleme( 2 ), meromorphes dans la premiere 
bande pro Ion gee et non identiquemcnt nullespuisqu'elles admettent 
les pdles de f 0y . . ., i> 0 civec les mcures residus . 

Si la substitution ( 2 ) est quelconque , on pourra prolonger ces fonc- 
tions dans le demi-plan a droite au moyen des Equations elles-mlmes. 
Si la substitution est du type de Cremona , le prolongement pourra 
s’elFecttier d gauche . On obtiendra done dans ce cas des solutions uni- 
formes et meromorphes dans tout le plan ) alors que dans le cas 
general l’uniformite ne pent s’affirmer que dans le demi-plan a droite. 

Remarque /. —'On pourrait se demander pourquoi Ton est parti de 
fonctions f 0y <p 0 , . ayant des pdles dans la premiere bande. La 

succession des operations pent loujours sc faire si Ton suppose /#, 
<P<h - • •^0 holomorplies ; cela revient an fond a confondre les /et les F. 
On a dans ce cas 

h, q (M , .... M n -i) 





i4$ 

aver 
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Mi < M, —, M). 

M ne figure plus dans Inequation 

.r=zk m q(x,...,x) 

et la raciue E qui nousavait servi a raisonner est nolle; lcs M„ tendent 
vers *ero si M a el6 ehoisi assez petit. 

Les solutions que Foil* pourrait trouver ainsi seraient done ideolique- 
mffnt nulles. 

Remarque II. — Si Foil pose 

/< -) = iV(3 i, .... b(z) wm l(z) L(S), 

^(z) etant uue fonetion de seconde esp£ce aux nnilriplicateurs (i, k) on 
aura 

A(z 4- to'/) = K( 

A(s = jA(a , 1>,| A( s1,(3), /.(a) | 


avec les equations analogues ptfur B, ..., L. Ce sont des equations d’uu 
type analogue a eelui des equal ions ( 2 ). La presence de X(s) ne change 
rien aux raisonnenients si Foil suppose que cette fonetion ne devient ni 

nulle ni infinie dans la hande ii'. Ces multiplieateurs sont maintenant 
mi lieu de a,., 

Celte remarque permet de trouver les solutions dans le eas ot3t la con¬ 
dition (a) nest pas satisfaite — k etant arhitraire, on peut s’arranger pour 
qu*elle le soitdans les nouvelles equations — Touterestriction disparatt 
par consequent. Le systeme ( 2 ) admet loujours des solutions transceu- 
dantes periodiques, uniformes el nnSrornorphes dans loul le plan. 

On peut trailer ainsi Fequation 

\'(z o))~fiF(;)=:Pui, 


dans le cas qui avail et£ exelu ou 


E 11 posant 
il vienl 


;x = v M ’ (//entier). 


que Fon pourra r^soudne si a ( s) n'a p,is de z£ros dans ii . 
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Aen\arque Ilf. — Nos fractions rationnelles R ne coaleaaient pas z*' 
Le cas qui vient d'etre examine monlre qu'elles pjeuvent, sous certaines 
conditions, eontenir uue fbncticm v( z ) [de periode co'i|; on aurait alors 

/(; + (•))=: H.f/fs;, s«5). 'MZ)1 


R, £iant toujours de la forme 

a \ /(*) 4“ Qt[/(s), ?(s>.»- 1*4- >1- k 

Les fonc tinns obtennes dans ce paragraphe comme solutions do 
sysleme ( 2 ) soul probablemenl tres particulieres malgr£ Jour* apparente 
gdn£rulil6. II serait sans doule difficile de caracteriser aver precision 
toutes les solutions ( 1 ). 


2. On aurait pu proceder autremcut, cn iutroduis.iiit dansdes equa¬ 
tions ( 2 ) un parani£tre arbitraire juu Faisons pour cela la substitution 

</. r.^' V.f- l x r . : x ''l )• 


Le syslime ( 2 ) devient 

f /( Z -+- W ) =- O, /‘i ; I + r,{ /’. c.;Jl ), 

(»') . 

\ 61 ; + o) = <7,,, j I*/,*</. 9, ..., •!/. ;jl ). 


Nous c heir herons a lc r^soudre eu prenant pour jf, 9 , . . .. 'I des series 
ordonn^es suivant les puissances de a coefficients periodiques de 
periode «'/, 


<n> 


/ f [ s') = /*,> I 3 ) *f* J* ./*» ( ® ^ • • • 4- {i.” fn ( Z > 4- . . . . 


*^f(z )'— ( Z ) -f- J1 ^ 2 ) 4-. * . 4~ f* M V - ) *4- • • • - 


I/identifieation dans ( 2 ') donue 

./‘n( : + <t\ f*( S\ 


puis 


to ) — ttm 

,/*» ( Z -|- CO^ ( Z ) - 4 - I* j ( /*f>. 9 «.V 


'*0 4 - "4 <*>) — 'I'i' Z ) 4- 1 t > m ( J 0) 9n 


(') Voir b cet suj<t, pour le cas d’unc settle variable, uue Note de M. Julia dans les 
Comptcs rendu#, t. 174, ipao, p. 8 »h>. 














So 
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et plus generalenfient 

J'n - 0\ P^(/o,/|. ?o, .Ap»- 1 * . . 4o> • • - 

<(> n u i w> = a m ^ n iz \ 4- Pis^/oi/i* .; 4 ^. 4 «-i' 

(P/* n est quune notation pour designer de nouvelles fonctions); on. sail 
resoudre de telles equations. On pent faire directement, sans beaucoirp 
de peinel la demonstration de la convergence des series (D) trouv^es, 
si p est assez petit ifainsi que |/ 0 |, .... | 4*0 I dans la bande ii") .mais 
cela est inutile et resulle de la premiere demonstration ou il apparaitque 
les /', o», .... 4 son< ( ^ es series de fonctions liolomorphes en p (au voisi- 
nage de p o), convergentes a la manure d’une progression g£ome- 
trique. Ce sont done des fonctions. elles-m£mes liolomorphes en p, done 
developpables du type O. On ne peut d ailleurs rien dire de general, 
lorsque p est quelconque, stir ia nature de ces fonctions considerecs 
comme fonctions de p. 

3. On peut faire ici quelqtie chose d'analogue a ce que nous avons fail 
precedemment lorsque nous chercliions des fonctions entieres dont les 
quotients represented les solutions meromorphes cherchees. 

En faisant la substitution 

, / <p to 

(O (U ■ ■ ■ - y . ■■ ■ ■ . y «... ■ * • ■ 

. 1 + X 1 X 1 t)( 

dans les lormules ( 2 ). on oltliendra les nouvelles equations 

f(t -*-•»> _ Pi(/, j-.Xi) _ t 

•-1-z-+-u> 1 1 ■+-p m+) (/. (p.4*. x)’ 

<V(z-e<u). P m(J, fx) 

1 + X 1 * +■ ,ul 1 <p ....4/ x)’ 

que I on pourra satisiaire en prenant 

/(*■+■ •*>) = Pi(/- <P.'!'• x)- 

X( z +• W l - P? .... 4), X). 

Les termes du premier degre dans P,, . .., P w+t pouvant ^ire pris egpux 
respect ivement a 

o\f oil, ■ ■ • • o m ty px- 

p 6tant le plus grand degre des potynomes P (tout ce calcul a d£ja et6 
fait une I’ois, e'est pourquoi nous n insistons pas). 
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On est rtmene, en definitive, a des equations analogues uux equa¬ 
tions, ( 2 ) mats on les seconds membres sont des polynomes. 

On pent dans ce cas exprimer toutes les approximations successives 
au moyen des transcendantes de la theorie des fonctions ellip- 
iiques . 


Prenons les fonctions deseconde approximation donnees par les equa- 
% % 
tions 




( \ (z ~h,Oi) — f.( \ f f\(z) t” Q I (./«: ?0.^o)- 


+ ,(z 4- to) = a m Q,«(/o* 9o> -^ 0 ). 


les Q etant des polynomes de degre p sans lennes constants. 

Nous supposerons que Ion n’a donne aux fonctions / 0 , cp 0 , . . 
qu’un seul p6le dans uii rectangle de periodes. 

On pourra satisfaire k cos equations en prenant pour tj/| des 

polynomes de degre p en / 0 , (j> 0 , . . . 7 ^0 ne renfermant pas de termes du 
premier degre; les relations ^8) determineront elles-m^nies tous les 
coefficients de cos polynomes. II ne pourrait y avoir d'impossibilite que 
si I on avail une relation do la forme 


avec 


a^ta^t ... a _ a ,■ (les v etant entieis). 

V, -4- V 2 -4- . . . -f- V w ^ 2. 


An polynotne trouve pour/ 4 on pourra d'ailleurs ajouler unefonction 
lineaire arbitraire 


a 0 ./«(*) a l J K) { z) ■+"••• +* Zp~ 1 f( P 

sans que la premiere des relations (8) cesse d'etre satisfaile. 

Oju determine les eonstantes oc 0 , .. de maniere que /i(^) ait 

pour poles,simples les poles de/ 0 (s) situes dans la premiere bande avec 
le m£me residu. On fait de m&me pour <p t , . . tp|. 

On continue ainsi les approximations, la demonstration de la conver¬ 
gence se laisani comnie dans le cas general. 

Le seul point interessant du calcul est que les approximations sont 
faites ici avec des transcendantes de la theorie des fonctions elliptiques. 
Mais on n'obtient pas ici do fonctions entires puisqu'on les aslreint a 
avoir les pdles de/„, <p 0 . . . ., 4o- 

4. On pourrait obtenir d autres solutions des equations ( 2 ); ces solu- 
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lions sentient encore uniformed dans lout lo plan mats dun* toute^utre 
nature*. 

Prenons, pour simplifier I’grriture, le cas do deux Equations 

, s 

/(*H-») - «[/(*), 9 ^)] - «/(*) +• P[/(»), ?(-)!. 

r(3 + «) - $[/(-)> ^?(*) + Q[/(*)- ?^)b 

ou nuu> supposerons |rt|>t et |&| >i; R cl S nc sonl d’ailleur* pas 
forceinenl l)irationnelles. 

On peut determiner, nous favons vu, des functions de deux variables 
F(«, v) y <&(//, v) uniformes, holouiorphcs uutour du point : u = e = oel 
idles que Ton ail 

hv) -? H[F( u, r), <l>{ //. < )]. 
th ) -=* S( Im tt. i j, <l>t // r >]. 

Poson** alors 

* /(^) “ l 1 [./«( ^ )• 

?U)~ <!*[/«( Z). ?„< 3 )J. 

f 9 (z) et <po(^) ctant deux functions arbitraires de soeonde espece aux 
multiplicateurs (i, «), (i, &) pour le^ periodes o/t, oj. 

On a ura- 

JiZ r~ o>) ~ b'[af,(s). bz 0 (z)]-- K(F(/e, ?A ?(/«, 4»o)]- ll[/, <p], 

?< 3 ■+• <o) -- «i>f"/ w (s > T /{A(3)] — s[F(y;, ©o >, r( - Si/, 9]. 

Les functions / et 9 ainsi obtenues sont bien uniformes dans tout le 
plan niais non pas mcromorphes car elles admettent comme points sin - 
gutters essentiels les pdles de f*(z) et y»{z). 

o. On pourr.iK essa^er (*) d’etendre les resultats ci-dessus, de 
maniere a obteuir des functions de plusieurs variables glneralisant les 
functions abeliennes (comme les functions tr<m\ees precedemment g£n£- 
ralisent les functions elliptiques). Des difliculles nouvelles sr pr6sentent, 
de suite que le problem* ainsi pose 11’a pas encore re^u de solutiou. 
Prenons le cas tres particulter Miivant : 

Iixiste-l-il des fonctions uniformes /(z , v'), o(z y z f ) de deux 
variables complexes z et z' } ayant par tout it distance Jinie le carad- 
tkre de fonctions rationncHcs , admetlaht la periode %r.i pay rap [tort* 


(‘) E Pu'AUD, Annates de t’Kwfe Normstle* nji > ( tlcmoiu* cite). 




Equations aux differences finies. 
d z el d z et telles. que 
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( 9 ) 


j /(J + W. 3') = l<[/(3. s'). 0(3. z') J. 

J ?(*-*-“>. •) = Sf/(3, s'), o(s, ;')1; 

/(*, *'+«')= »'[/(*, S'j, 9.0,••=')!• 
' 9 (s, s' 4 - <•>') = S'f/(s, s'), 9 (s. s')]; 


w et w' sont iri deux consumes positives, (It, S) et (R', S') sont deux 
substitutions kirationnelies qui doivent dvidemnient dire permutables 
pour que k* svsteme ci-dessus soit compatible. 

On suppose toujours que I on a 

Vf 

H = a J\z, S = b o(3, s')-)-..., 

R'~a'/(s. z') ]-_ S' = // o(z. z r ) 

les l^rmes non ecrits etant du second degr£. 

En suivant la m£nie marche qu’au paragraphe 2 , on esl conduit ft 
former les syslcmes d Equations 




el 


(!«') 


M* 

- T' 

w > 

3 ') = 

"/o(3, 

- b 

| ft' ^ Z 

~\- 

to. 

= 

«//.(-• 

-V 

| ?o(- 

-h 

<•>, 

Z')r= 

/) Co ( J, 

S # \ 

M= 

-h 

to, 

3') = 

^ ¥/>('•>, 

=') 

' /»( = 

, v 


(o') - 

./«* ( Y - 

J 

\M Z 

> 2' 

•4- 

*•>') = 

a Jp( Z ) 

• 3 ) ‘ 

j ?o ( 3 . 

• 

’ + 

<o') ,, 

() yo ( 5. 

3'), 

^ ¥p( z 

. z' 

-h 

to') 

y p ( Z . 



Soit dans le plan des z et dans le plan des z’ les premieres bandes 


o <C r 

o < ./•' to'. 


- II faudrait, pour appli<|uer la nidnie analyse que plus haul, pouvoir 
satisfaire aux equations ci-dessus par des fonctions de p£rinde 27 xi } 
holomorphes quand z el z f sont dans les premieres bandes des plans cor- 
respondants. Cela n'esf pas possible en general, el Ton no pent arriver, 
par cette voie, k prouver ('existence, qui reste doutense* des fonclions 
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satisfaisant aux donnees du probteme. Peut-etre y a-t-il I& un interessant 
sujet de recherches. 4 

On peut au contraire facilement satisfaire aux equations ( 10 ) el (io') 
en prenant pour f p et <p p des polynomes en / 0) <p 0 , .. M //>„«, cp^,; / 0 
et <? 0 restent arbitrages; on pouf les prendre quadruplepient periodiques 
de seeonde espece. Les fonctions obtenue* ainsi possedent a distance 
finie des lignes de singularites essentielles qui sont les lignes de singula¬ 
rity polaires des fonctions J 0 el op u . Ces fonctions sont d une toute aulre 
nature que les fonctions abeliennes et ne satisfont pas aux conditions du 
probteme qui reste done a resoudre. 



CHAPJTRE IV. 

L EQUATION D’ABEL. 

UNE APPLICATION DE L’EQUATION DE FREDHOLM. 


I. - LIQUATION D ABEL. 

DejA au Chapitre II nous avons ete amenes a nous occuper du probleme 
de I’iteration. Nous allotis le voir iutervenir d’une maniere plus effective 
encore, dans I’etude d une equation qui n’est pas sans parentc avec celles 
dont nous nous sommes occupcs jusqu'ici. 

II s’agit de I’equation 

(1) /[0(.r)l-/(.r)4-i 

re neon tree deja par Abel (’). 

Dans eette equation, f cst la fonction inconnue a determiner, 6 est 
line fonction donnee. 

Cette equation est d ailleur> equivalent** a IVquation 

( 2 ) ?|0(«r>] ctf(z) 

etudiee ni premier lieu par Schroder ( 2 ) et qui porte son nom. II suftira 
en ell et, pour passer de Tune a l’aulre, de poser 

A *) ~ 1°^ 

Le probleme qui consiste a resoudre Tune on lautre de ces equations 
reste evidemment bien vague si I on ne fait pas d’hvpolhgscs comple- 
mentaires; la nature de la fonction 0 (x) y joue d’dilleurs un role essen- 
tiel. On peul cependant fa ire les remarques suivantes qui sont a peu 
pres evidentes : 

a . Si J\ et J\ sont dear solutions distinctes de (i), /, —f > sera une 


(’) Aina. Mem. t*osth.f OEu\re$, t. IJ, p. aO lUmsliinia, it&i). 
i*) »im u . Math, innate/*. 
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solution de l'equation 

O) " AHni^/ix). 

b. Si' iX et o a sont deux solutions de(^) ) sera solution de la 
mime equation ( 3 ). 

Ces deux remarque.s permettent de donner la solution generate des 
equations (i) et (2), si P011 en connait une integrate particultere el si 
Pon connait aussi [’integrate generate de ( 3 ). On trouve d’ailleurs nis6- 
men* (*) cette integrate generate. 

,M. Kanigs ( 2 ) a pu former, dans un cas interessant etpar un proc6de 
que nous allons exposer, une solution de [’equation de Schroder holo- 
morphe autour d J un certain point . L’analyse ainsi faite est purement 
locale et ne s’etend pas a tout le plan. Les travaux posterieurs sur Pile- 
ration, en particulier ceux de M. Futou( l )ctde M. Julia ( 4 ) t permettenl 
cette extension. Nous n’approfondirons pas ces (questions dont la com- 
plexite apparattra deja sur les cas particuliers que nous allons trailer. 
Nous ajouterons ensuite quelques indications sur l’iteration des frac¬ 
tions rationnelles. 


I. Soit 0 (z) une fonclion holomorphe dams tin certain contour 
simple c m et stipposons que les iteres successifs do point z 

3 ), 3 , = 0,(3 > = * K Z t 1 . 5 * - ), 

lendenl unilormcment vers une limitc a siluee dans c, lorsque z est lui- 
meme dans c. On dit alors que a est un point attractif; a satisfait evi- 
deminent a la relation 

, 0(o) = o. 


De plus on a, coin me nous allons le voir, 


Posons en eflet 


| 07 O > 

0,,< */>=//+- % r . 


Kcbnios, *Sur let integrates de certaines equations fonctionnelles (Annates de 
I'Ecole Nor male , 1884, suppt.). 

C) K«enigs, Mernoireruc et aussi Annates de EE cole Normale, i 885 . 

O t’ATou, Note* auv Complex rend us, 1906, 191-, 1918; Me moire tut les equations 
fonctionnelles (Hull. Soc. Math . Fr. t 1919. 19311, 1933 el 193$). 

( 4 ) Julia. Me moire sur t'iteration des fractions rationnelles (Uouvilte, 1918: 
ComfUcs rendm, 1917, 1018, 1919). 
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II vient alors 
d’ou 


a -h a= (^(a) =. 0 [a 4 - a^], 

a //-M — */» 0"(/I ) . . . 


et puisque 0 p (a) tempers a pour /> = oo 


lim ^ - O'(A). 

y,—* «/, 


II est done bien impossible que le module de 0 f (a) soil superieur d 
V unite; si cela etait, la suite des a scrait en effet croissante apartird’un 
certain rang et a p no pouriait tendre vers zeio. 

Zs/i manidre de reciproque , si Ton a 


( 6 (a)= a 

t ]6'(a)|< 


(Fegalite 6tant cette fois exclue), on pourra determiner un cercle T de 
centre a, assez petit pour que Fon'uit 


lim 6, t (c ) = a, 

si z reste dans F. 

La formule de Darlboux (extension an cas de la \ariable complexe de 
la formule de Taylor) donne en effet 

(5) 9(Z) —6<a) = (Z-a)0'< «)->-/ 


) etant de module inferieur a i et ? ctant situr sur le segment «Z. Si Z 


Fig. 68. 



est int^rieur k V et si M est le module maximum de 9 "(r) dans F, on aura 
| 6(74 - 0(a) | < | Z - « | [| 0 \a) | + j ! 7 . - a |J. 
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Si T est asses petit pour quo 

M 

I •'(<*) I + j\Z — «\<q O, 


en prenant z interieur k T et on appliquant cette formule pour 
puis pour 

z = */> (/> = i, a, n — 1 \ 

on obtiendra ais£ment 

(6) | a | < q"\ s — a i 

et par consequent 

lim z n = a, 

Ceci pose, considerons, en supposant toujours |0 '(a)|<i et de 
plus «'(«)?* o, l’expression 

e n (s) —a 

et montrons que cette expressions, pour n = a>, wne limile non nulle. 
Nous avons en effet, d ? apr£s ( 5 ), 

« n +.(?)-« = 0'( rt >(=»—«)[• - —> 


ce qui peut s’ecrire, puisque O'{a) n’est pas nul, et en tenant conipte 
de (<>), 


avec d’apres (6) 

‘ 1t„ ! < K.r/", 

*■ 

k 6tant un nombre independant dc /t. / 

On en conclut aislment en remontant a z — a 


®/i-M ( 3 )- U 


( z — a)(i -4- e 0 )(l *+* £|) ..(i -f -/i >, 


[0 '(a)Y+* 

et, la s£rie etant evidemment convergente, 

Oft-*-, (-) - « 


i-“ pX «)]"•*•■ 


: (* — «)| [( 


L < 2/). 


Cette limile est une function y(z) holomorphe dans I\ non ideniique - 
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ment null ^ et s’annulant pour s~a. EUe constituffpr^cisemenl, la 
solution formee par M. Koenigs , de Vequation de Schroder. 

On .1, on effet, 




lira 


•«[0(*)]-a 


lim - 




O f (rt i 


et par consequent 


?[•(*)! = •'(«)»( = >. 


La solution de l’equation d’Abel est alors, d’apres ce qui a olo dit 


/(*)■= b>S0 * 9 <s) 


log o( 3 ) 
logO'(a)’ 


o(z) aurait d’ailleurs pu etre trouvee par la m^thode des coefficients 
indetermines. Cette etude a ete faile par M. Grevy et M. Lean. 


2 . Supposons maintenantque asoit un point non plus attractif mais 
repulsif , c’esl-a-dire que Ton ait 

4 a = 0 ( a i, 

i ^ i. 

On sera conduit, pour rosier dans le \oisinage de ce point, a consi- 
dcior l.i substitution 0 _i(x) inverse de 9 (.r), et ses iteres successifs. 
s Les raisonnements faits plus haut prou\ent, pour Texpression 


S'* 

Texistence <1 uue limite o(x) holomorphe autour de a 1 nulle pour v = a 
et satisf.iisant a la relation 

?I 0-»< ')] J! ?« / 

on bien, en rempla<jant x par 

5 [ 0( / | ] ss S r I / *. 

Si r J(x) est une function rationnelle, la function inverse de 9 est une 
function (t$ Poincare . Si Ton pose, en cflet, 

. r» 0= — 

5p [ 0 ( . 1 *) ] = Sm 

OTa 1 - x\ Su l 


on a 



i6o 

el enftn 
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3 . Dans le eas que nous avotfs laisse de cdte jtisquVi ou 0 ' (a) est 
nul, on pent faire des calculi analogues. Le point a csl evidemment un 
point attractif. Supposons, ce qui est le cas general, que l’on ait 


( 7 ) 


0 (z) — <t =<•< z — ll(s)(~ — «)], 


c elaut une eonstante, a un entier au moins 6gal a a, H(s) une fonction 
holomorphe dans I\ Si M est le module maximum de cette fonction, /• le 
rayon de I\ on ..ura 

a z — — u)J| < | c | - M/), 

quantile qui pouira Otre piise inferieure a i si r est assez petit. On a 
done 

1 z ) — a 1 < <71 z — a |. 

On pourra en conduce comme plus haut 

(8; I « I < q“\z — a\ 

On pent alors demontrer que V expression 


( 9 ) 


0„( s) — u 


\ 


r" i z — a ) — a]*—' . . . [6„_, (3 > — 


a pout* n = oc une limite non nulle. 
On tiie en eftelde (7) 


(10) 

a\ec 

et d'apr£s (8) 


^/* t O ^ — e[ -//—1 fl> J*[ 1 1 

-/,= lt( 3 )(z„- 1 — «). 

l=*i<K 


K etant itne quantite indepondanle de /?, 

On aura done 

0f t 1 z) <t \ . 

7 p——1 «*>. 

et par suite on arihera, en remontant & z — a, a la nation 

0 „(z) — « 


c»(z — ...i 




(- — o) (1 •+■ «o)... (t 4* i n }> 
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Le premier membre aura done pour limite une expression 

«o 

\{z) = (a —a)JJ(i + t ( ), 

analogue a celle trouv&e dans le cas 0'(a) = o, mais satisfaisant 
cette fois a Vequation fonctionnelle 

6[0(^)]^=e.(s — «)*“ J ty(z). 

On peut encore si 0 ' (a) est nul montrer que 

t « w [On(g) —<» ] 

O , (3 n _ ! )0 / (3n~2). .*•'(*) 

a une limite pour n = oo, cette limite satisfaisant a Viquation fonc¬ 
tionnelle 

*[»(*)]= 8 -V- } X(*)- 

II suffiiM pour cela d’^crire en d^rivant (io) 

0 '{Zn-i) = C. a. ( Zn ~~l — a ) a ~ 1 (I +■ f\n) 

et de montrer la convergence de la s6rie 2 | rj rt ). 

4 . Nous pourrons maintenant, en nous appuyant sur les r^sultats du 
piragraphe precedent, r£soudre Tequalion d’Abel dans le cas oii O'(a) 
est nul (ce qui correspond a a>a). 

Posons 

• X(,)= X ira 

F»g. 5<). 


x- 



X 6tant la fonclion que nous venons de trouver. 
Nous aurons 


/•O(r) 

\[0( 3 )]= / 


dz 

vS z ) 


l*H AtU» 


11 



l6* 

ft\ 
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*t«> ' 


Par consequent 
En integrant il vient 


Posons alors 


X{0(s)] ss xXiz) + C. 

V(0 = X( 5 ) + *, 

A etant une consrante. Nous uttrons , 

V[0(s)] = X[0(*)] 4- A* =* aX(^) + c + ^ = 3t[<I>4 3 ) — A] -+- c* +- A 

Si nous prenons 

A[i — a] -h c = o, 
r 


A = 


1 — 3t 


il \iendra 


o est done une solution de ^equation de Schroder el 

jog 9 (£) 

J log % 

sera une solution de Tequalion d’Abel correspondante. 


«>. On peut rattacher h cctte £tude des fonctions qui satisfont a des 
equations fonctionnelles uu peu plus gen&ales quo (’equation d’Abel. 

Soit R (z) une fonclion rationnello s'annulant en an point a su/j~ 
pos<* centre attraclif pour 0 (z). 

Kormons la s£rie 

A(*)=R(*)4-R[0 l (*)]-f.... + H[0 /i (s;] + .... 

Cette serie est convergente an voisinage du point a, on a en cflel, 
|>uis(|iie R(tf) = o, 

It[ z n ] = R [1 - Rl«] = a„( s*- <r >«'r 5 * I 

avec | | < i, £« elanl d’ailleurs ties voisin de a si /t est assess grand, 

R f sera borne au moius a parlir d un certain rang; d'autro part, conime 
nous Pavons vu, 

I Zh— « | < ?"( Z —(l s\ 


la romergence est evidente. 
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II est clair que la fonction A(z) est solution de Vequaticn J'onc- 
tionnelle 

A[0(*)] = A(s)-B (*). 

Le (feveloppement donn6 pour A(s) nVst valablcqu’au voisinage do a. 
Les circonstances le$ plus variees, quant a son extension dans <!<*% 
domaines plus 6tendus, peuvent so rencoutivr dans les applications. 
Prenons par cxemple 

«(«)=**, 0 <*) = **. 

Ici, des deux racines o et 1 de liquation 

2* =5, 

la premiere seule est attractive et Ton a 

a = o 

' O11 a 

\(z) = 2 -+- S 2 -h 2* +- . _ 

C’est line s£rie appartenant au type bien connu 

2 st ” 

n 

(c £tant un entier au moins £gal a 2). 

Cette s£rie admet comme coupure la circonference T de rayon un. 
Pour Ifetablir, montrons^jue si ^extension analytique de celte fonction 
etait possible le longd’un arc a (3 de F, si petit quesoit cet arc, elle serait 
possible sur toule la circonference T. Rempla^ons dans la s£rie, z pai 

tkitl 

z e ch (h ct k cntieis); 

k partir du teripe de rang A, les termes do la serin conservenl lours 
valeurs et la convergence ix%*st pas modiliee. On pout choisir A et k d<* 
fatjon k rendre 

_* 

c* 

aussi voisin que Poi^Lveut d’un liombre donne quelconquo. 

Par ceUe substitution, on pourra faire correspondre un point quel- 
conque de T k un point infiniment voisin de tout autre point du mdme 
cercle. Si done la $6rie etait convergent sur un petit intervalle, elle le 
serait sur tout le ccrcle; Fextension serait possible sur tout le ccrcle et 
lo rayon de convergence serait plus grand quo un, resultat qui est mani- 
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fbsiement absurde. L’excmple precedent peut 6 Ire generalise com me 
sail: X elant une const>nle infdrieure & un en. module, et 0(i),une fone- 
tion rationnelle conservant le cercle (z) — i ainsi quo chacune des 
regions (s)<^t et(z)> i (fonqtion 4 cercle fondamentab), de maniere 

qu’il existe deux points attractifs, racines de z = 9 (z), symetriques par 

•» 

rapport a« centre (z) ss= », on dSmontrc que la s< ^ r * e 2 f° rm ^ e 

o -* 

avec le$ itSrSes successives de 0 (*), admet aussi le cercle (*)= i par 
coupur'e de Weierstrass (voir G. Julia, C. ft. Acad . Sc. y fSv. 1923). 
Prenons uu autre exemple dSjS StudiS & un autre point de vue 

s =» cos u, Z = 0 (a) = cos pu (Rentier); 

on sait que 0 (z) est un polynome. 

Nous poserons en outre 



Nous aurons alors 

A(s) cos /?' 2 u 

Posons 

I 

3 = x -4- iy, u = e 4- nv 7 z n = a? n H- iy n ~ co*[/>"(r t m>)]. 


Nous en tirons, comme dans un precedent CJJiapilre, 

=, cos(/>" e) ch(p n w), 
y n —— $in(/?"r) s\\(p n w). 

Si z est rScl et compris entre — 1 et -f-1, u est reel et la sSrie A(*) no 
converge pas, ses terroes Slant lous superieurs h un. 

Pour toute autre valeur de z , on aura tv ^ o, z Slant complexe. 

On a alors, par un calcul facile, 

x n *+- y% = ^ [ eV J ""’ 4- e ~ 2 /'" u ’4 2 (cos 4 p n v — via 2 />" v )). 

* 

Si w est positif la sSrie 

2 1 _^_t_ 

\cmp»u\ 

"V 

est comparable <[ui converge, et de mSine >i tv < o elle es*t com¬ 

parable jit ILet**™ qui converge aus^i. 
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La fonction A sera done prolot}geable dans tout le plan en exceptant 
le segment — i, 4- i de l’axe mil. D’aprds ce qui a 6t6 dil, elle satisfait 
A liquation fonclionnelle 

‘ • X[0(s)3 = X(*)— I. 

s ; . f 

Gon$id£rons eucore, pour terminer, la serie 

p(0 = R(^)-i-R(^ l )0 f 1 (3)-h...4- R(s,*) 0; t (2) ' ... } 

R(s) dtaut une fonction rationnelle regulierc en a. 

On a 

0„(s) = 0(5„-i) = 0(a) -+- (z n ~ { — a)O'(a) ~K.. 


et par consequent 

On en conclut, puisque |^ / («)|<C 1 • que Ton a, si 5 est assez vnisiti 
<le a, 

l®/i(OI<7-|0«-i( 5 )l ( avec *7 < 0> 

et par suite 

H rostant bornee auvoisinage de a, ainsi d’ailleurs que 0'(s)> la conver¬ 
gence de la serie est done*assurer an voisinagO de a. 

On a d’aulrc part 

n[0(*)] = R[0(j)]+...-HR[o <l+l (5)]Oi [0(*)] 


Or, de 

o » + .( 5 ) = 0 ;| [ 0( S )3 ( 

on tire 

o;^,(3) = o;,io( S )] o'(«), 

ot par consequent /jl satisfait a 1* equation fonclionnelle 


1 0. Lorsqu’on veut determiner dans tout tear domaine d'existence 
les solutions des equations foqctionnellcs precedcmment etudiees, onesl 
conduit & eludier, lorsquc z se deplace d’une tnaniere quelconque dans 
taut lc domaine d’existence de la fonction et en admeitant que, 

lorsque - decrit ce domaine d’exislence,Je point 0(z) qe sorte pas de 
ce m£mc domaine, la repartition des consequents d’un point z } c'esl- 
a-dire de la suite initnie de points 0(z), 0„ ($), > . . et de> 

antecedents do la suite des points ( 3 ), 0,. 2 (g), 0_ w (:?), .,. (0 f»nc- 
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lion inverse de $*)• Nous supposerons dans la suite que fr(z) est une 
fonction raiionneUe , I* suite de$ consequents 9 n ct celles des antece¬ 
dents sont alors definics quel que soil z> Si a est un point attraclif 
de 6 (^ 5 * *1 est en particulier int^ressant de savoir dans quel domaine 
pent varier z sans que la suite des 0, k (z) cesse devoir pour limitc le 
point a. Nous appellerons cc domaine, damaine total de convergence 
vers a. 


7 . La frontiere des divers domaines appartienl a un ensemble de 
points S qu’on peut ainsi definir* Considerons les racines de liqua¬ 
tion z = 0 n (z) pour lesquelles j 0 N (z) | i et cola pour n = i , 2, .. .,00. 
On a un ensemble infini E de points qui sont des points ou des cycles 
repulsifs de 0(*). L’ensemble & est I’ensemble parfait derive de E 
e’est-a-dire l’ensemble des points tels qu’au voisinage, si petit soil—il, 
de chacun d'eux existe une infinite de points de E. Cet ensemble & 
conlient E. Par exemple, pour 0 (z) = * 2 , <S se compose d$ la circonfr- 
rencc | z | = 1. Mais il peut &tre tr£s compliqu£. II pout £tre un ensemble 
parfait discontinu [par exemple pour 0 (z) — 2z a h~ 1], ou une courbe 

ferm6e de Jordan cUnuee de tangenle mais" sans point double |j>ar 

exemple pour 9 (z) = j> ou une courbe continue fermee sur tout 

arc de laquelle existent une infinite de points doubles £par exemple 

pour 0 (s)= j; il pent comprendre une infinite de contains 

distincts £par exemple pour 0 (z) = A — 2 a *~ + a 2 a etant 

un nombre r6el positif quelconque el A no mb re positil convenablej;, 
il peut enfin £tre superficiel et couvnr tout le plan 


ex : 0 ( 5 ) = 


1 


( + 1 1 

4 *( 2 * i)J' 


Une propriety caracttris(ic/ue de ^tout point de &, e'est t/u'il est 
point limite pour les antecedents d % un point <juelcoti(/ue da plan d 
l Vexception de deux points au plus , Vinfini compris . 


8. Lorsque Fensemble & n’est pas superliciel, il divisc le [dan en 
regions et, dafts chaque region, toute fonction limite d’une ssuite par- 
lielle 0 rt| , 0„ 4 , ,,,, 9 n , ,* * est analytif/uc . Le nombre de ecs regions est 
infini s J il n f est kgal ni d \, ni a 2 . » 



LIQUATION D ABEL. UNE APPLICATION OE LIQUATION DE FREDHOLM. 167 

- Dans Fexemple 0 (s) = ai 3 -~- i (correspondantaucastrWe.sr^cosu,* 
6(5) = cosaw], il y a line s$ule region constitute par tout le plan sauf 
le segment (— i\ -fi) de Faxe reel : c’est le domaine total de conver¬ 
gence vers Vinfini; ici Fensemble & c’est le segment (— 1, 4-1). 

Dans Fexemple Q(z) = z ,i , il j a deux regions stpartes par le- 
cercle | z | = i qui constitue Fensemble S; la premitre est la region*] z l<i 
domaine total de convergence vers Vorigine; la deuxitme est la re¬ 
gion j z | > 1, domaine total de convergence vers Vinfini . Le caracttro 
simple de cet exemple se retrouve par toute fonctlon rationnelle d(z) 
qui transforme le cercle | z | = i en lui-intme, chacaae des. deux re¬ 
gions j 3 j <1 * et |z| j> i ttant aussi transformte en ellenutme, de 
maniere que dans chacune de ces deux regions existe un point 
double z =2 6 (z) qui est des lors attractif : ces deux points doubles sont 
synlttriques par rapport au cercle \z | = 1. 

Dans Fexemple 0 (z)= ---il y a une infinite de regions, la 

courbe continue qui constitue Fensemble & ayant alors une infinite de 
points doubles partout denses sur elle-m^me. Il n’y a cependant dans 
Fexemple actuel que trois points aUraclifs, les points 4- 1,—1 et<x>. 

Ghaque point attractif est intirieur a une des regions pC6cedentcs 
laquelle est son domaine immediat de convergence; le domaine total 
dc convergence, s’il ne se confond pas avec le domaine immediat, se 
compose d’une infinite des regions prec&ientes qui sont les antecedents 
necessaires du domaine immediate Le point k Finfini a un domaine total 
de convergence coincidant avec son domaine immediat lequel est simple- 
menl connexe, sa frontiere comprenant tout Fensemble S. Cbacun des 
points 4- 1 et — 1 a un domaine total de convergence compose d’une 
infinite d’aires antecedentes du domaine immediate Ces aires sont ici 
' simplernent connexes. 

!1. 11 peut arriver que la connexion d’un domaine immediat ne soit 
pas simple : elle est alors d'ordre infinu C’est le cas pour le domaine 
immediat et total du point A l’intini dans Fexemple 



y 

precedemmenl cite : la frontiere de ce domaine qui constitue & comprend- 
une infinite de conlinus distincts deux k deux exlerieurs. C’est aussi le 
cas pour le domaine , immediat et total du point k l’infini dans 
Fexemple 9 (z)~ 25*4-1. Ici la frontiere du domaine qui constitue 
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comprend un4 infiniti de points formaut un ensemble parfuit discoulinu. 

I.e nombre diespoints'/) u cycles attraclift [on cycle attractif est uu 
ensemble de « racings distinct es de z — Ct H (s) oil Jdj,(«) | est < i, n est 
1 ’ordre du cycle J d'nnc fraction rationnellc 0(j) est toujours limitr 
enfonction du degre de In fraction. 

[ >/'** 
ou O n (z)~e 7 , 

p el tj etant entiers] offrent une grande analogic avec .relies des points 
attraclifs, au point de vue de la convergence. Mais ces points appar- 
tiennent h Vensemble &, tandis queles points attractifsn’apparliennent 
jamais a &. 

Les renseignements qni precedent n’ont aucune pretention a <Mre 
complcts. Nous les donnons simplement corame un apenju des parlicu- 
larit^s du probl£nie de riteration, en renvoyant, pour une £ludc plus 
approfondic de la question, au\ remarqunbles travaux de M. Fatou et 
de M. Julia pr6c£demment cit£s. 


II. - SUE LIQUATION AUX DtRIVSES PARTIELLES AV = A*V 
ET LIQUATION DE FREDHOLM. 


Nous lerminerons ces lemons par la recherclie de certaines solutions 
do Inequation aux d6riyees particllcs 


(i) 


AV = A*\ 



drt 


t)i\ 

dj," 


<)J \ 
dz* 


)• 


qrii generalise liquation de Laplace 

, ' AV - o. 


Cette derniere Equation sc presume, commeon It* sail, dans Fetudede 
la repartition des masses £leclriques, pour lesquellcs laloi de 1’attraction 

e^t'celle dc Newton, le potentiel cl6inenta»re ?lanl alors ~ * 

On pent de mdme ratlaclier liquation (i) au cas on lc potentiel 
serait > (’attraction 6lant alors —r au lieu de L’h^pu- 

these d’une telle loi ^Attraction a elr envisag£e dcj& par Neumann (*) 
qui a traits dans ce cas divers probldmcs particuiiers d’equilibre elec- 


('VC. Neuk^kn, All (feme in t» (/ntentttchungen uber das Aewtonsche Princip d?r 
Frr-mvit inn gen mit besondn rr hi tmf do* rlrhtri%c/n*n \\ irhunpen (Teitlmer, 
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triquc. Cetye j6tude a 6l& reprise plus tard par M. Picard (*) qui a traits 
le probl£me g6n£ral en se servant des propri^s classiques de Pequation 
de Fredholm. L^tude de liquation (i) est d’ailleurs plus ais6e que celle 
de liquation de Laplace; Phypothese k o permet en efl’et de faire des 
raisonnemenls qui ne sont plus valables si A* = o. Nous rappellerons 
bri^vement, pour commencer, les r^sultats classiques sur liquation de 
Fredholm ( 2 ) et sur les propriety du polcnliel nevvtonien. 

1, (/equation de Fredholm est une Equation inlegrale de la forme 

( a ) ?(*) + >. f = 

J a * 

y (./•) 6tant uno function incoimuc a determiner pour toule valeur de 
Pinlcrvalle (a , b) ; /(x, y), que Ton appelle le noyau de Pequation, est 
supposce born£e et inlegrablc pour a <^jc <C b et a <^y < b \ ^(r) est 
une autre fonction donitee bornee et integrable dans Pintervalle (tf, b). 

On peut determiner y(j?) pour des valeurs suffisamment petites de X 
en proc^dant par approximations successive* ou encore en employanl la 
ntelhode des coefficients indetermine*. Si Pon pose par exemple 

9 (»r ) =5 9 o ( ,4 0 X 91 -4-... X 1 * , 

‘ on obtient immediatement 

*1 (•*•) = f /(•»•, *)?»(*)</* = «, 




on voit que Pon a 

9 «< M V"(b — a)", 


(’) fc. Picard, Sur la distribution de I'electiHcite avec la loi de Neumann et sur le 
pon voir refroidissant d'un courant fluide (Annates de l 'Eeole Normalcy 3® s^rie 
t. XVV, 1908, p. .>&>- 5 qi; ; Sur la distribution de Velectricite avec la loi de Neumann 
et sur la theorie analytiquc de la chaleur dans le ca$ d'un said brusque de tempe¬ 
rature (Hendiconti t del Circoto Math, di Palermo , t. 37 , 191'1). 

( 2 ) O11 pourra, sur les points classiques de la theorie de lequalinn de Fredholm, 
eottsultcr I’Ouvragc de M. Lalksoo, Introduction d la theorie des equations integrates 
/Hermann, iqn), ou le tome III du Coins d*Analyse, de M. K. Goursat (Gauthicr- 
\ illars). , 
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. j j, 

en cUsignant par F et M les maxima des modules de / et t|/ dans (ft, b). 
La sirio 9 (x) trouvle converge done uniformgmeat dans (a, b) pourvti 
que l’on ail ' 

X F(6— «) <i. 


Si Pon veut 4tend re la solution a toutes les valours de X, un autre pro- 
c4d< devient necessaire. On demonlre que <p (x) est une function m 6 ro- 
raorpbe de X donate, ay ant pour expression 

(3) 

D(X) d^signe la s 6 rie 


D (X) = 1 - 4 - xj' f(x t , &,)ctjc,-i hp J' 1“ r/ x, <i.c t 


n f«l* 


| 


et D,(E, yj) la s£rie 

o,<,„=/« 5 ,„^jrV(^;) 

r" .'-W 

n * *■ a ' • • 'a \ jr \ » • * • ? J 




/ X\ Xf\ ♦ • • X ft \ # 

le symbole ’ ' ' J representant le determinant 

|/Un^») *•* A^uXh) 

••• A**,Xn) 


1 ... A*n,y„) 1 

L’expression i(3) est d’ailleurs I’unique solution de liquation ( 2 ) 
lorsque X n’est pas un ziro de D(X), c*est-&-dire n’est pas un pole 
pour <p(ar). On appelle valeur singuliire de X un tel p6le X 0 . 11 est ais£ 
de voir que liquation sans second membre 

* 

r h 

(4) *(r} + 7+l /(>, *)&($)d$ ss o 


admei des solutions non nulles si X 0 cat une valeuivsingulidrCi X 0 elan!, 
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en effet, dans ce cas, un pdle de 9(#), on a 

?(•*) - 4 *‘ * * t*(*) ^ °1- 

"el si Ton substitue ce developpement dans (a), ^identification des termes 
en (>. — /©)~ a donne 

t(jr) + ). u /* /(.r, s) <!>($) ds = o. % 


1/equation (4)^a done bien tine solution ou moins; elle peut meme 
avoir un syst^me de p solutions 

<l»,. . ‘I*,,, 

qui soient lineairement independanlcs. Une forme lineaire quelconque 
en <l> ( , . . 4 > p sera 6videmmeut elle-meme une solution. 

Si dans Tequation (2) de Fredholm on change J\x,y)en f(y 7 ar*),on 
obtient l'Equation associee. lVaprfes la definition m£me de D().) les 
valeurs singulieres sont les memos pour deux Equations associees. On 
peut attssi montrer que liquation associee sans second membre admet 
le m^rne nombre p de solutions lineairenient ind^pendantes que Pequa- 
lion ( 4 ). Nous dgsignerons ces p solutions par 

'V> . 


(/equation (2) n*a cn general pas de solutions si >. = /. 0 . Les condi- 
lions necessaires et suffisantes pour qifil y ait des solutions, sont que la 
fonction ^ second membre de (2) soit orthogonale aux fonclions W t 
que nous venons de definir, e’est-a-dire que Ton ait 



b 

4 V /) <^(.r) dx = 


o 


U = »* *./>)• 



On peut generalise!' celte lh£orie pour un nombre quelconque de 
variables. Par exomple pour deux variables Tequation de Fredholm est 


9(-r, y) 4 - X^yV(.r. y; if , r)c(//. v)dudv~'l 




A iHant une aire dans lujfbelle / et restenl bornee>, 9 etant a determiner. 
Si P est le point de coordonnees y\ Q le point de coordonnecs w, 0; 
on ^critsvmboliquement 

e) = F^P. Q). 
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m ' 

On tfcrit alors liquation 

*► 

Ja 6tant l'elomcni de surface dans le plan des variables u, (. 
Le terme g£n6ral de D(X) est alors 


avoc 


et 




dx t dy t . 


La suite se generalise dc fa^on analogue. 


2 . Dans Tetude des potenliels, qui va suivre, le> notations auronl les 
significations habituelles suivantes : 


Pour les potenliels de volume, un point (a, 6, c) est un point quel- 
conque des masses attirantes, p(a, 6, c) est la densitc en ce point. 

Pour lcs potenliels de surfaces, (h est un element de la surface atli- 
ranlc autour du point p\ p p est la densile superficielle en p: m(x y y, z) 
est le point pour lequel on vent eludior le potent iel; y vst Tangle de mp 
avec la noraiale k dcr: enfin, si in est sur la surface, ^ est Tangle de mp 
avec la normale v 4 la surface au poini rn; mn est cette normale. 

Ceci rappele, si les masses attirantes Sont rcpai ties dans un domaine D 
de respace d (rois dimensions , on a en //!(/>/, z) tin polenttcl de 
volume 


^u.c —t 


C) (fit (lb (h 


[aNce r qs v/(x—• a) 2 4 -(7 — 6)2-h (3 — c)ij. 


Ce potentiel satisfait k Tune des deux equations de Laplace on de 
Poisson 

A\ o ou A\ ~ — \~ p( r 9 y, z). 


Miivanl que n’appartieut pa* ou appartient aux masses nUiraiitcs. 
Il est continu ainsi que ses derives premieres en tout poini de IV^pace; 
les derivees seconder sont continues siuf sur la surface de separation. 
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, * N 

Si les massed sont re parties sur une surface' simple S, on obtient un 
poWntiel de simple couche 


VO, y, *) 




On d^montre que V cst conlinu en toul point de Fespace, mSme sur la 
surface. 

Fig. 60. 




Supposons la surface ferm^e et soit m un point de la surface, soient i 
el e deux points voisins de m, situ^s sur mn Fun a«Finterieur, Fautre k 
Fextdrieur de S. Les derives de V en ces deux points prises suivant la 
direction de la normale interieure mn, tendent vers les limites respec¬ 
tive * 

JV (TV 
dri 9 dn * 


lorsque l’on fait tend re i et e vers m; on montre que ces deux d£ri\£es 
limites satisfont aux relations 



'"r* 


ds , 


(0) 



tii cttAwm tv. 

$4 on dernier les masses semi ^parties stir tin Jeuitlei , on 
obiient un potential do double couche 



Co potenliel cst discontinu en tout point $ de la surface. 

Si i et e sont deux points voisins de s Pun int6rieur, Tautre ext^rieur 
k S, les potentiels en « ct e ont, si Ton fait tendto i et e vers s , les limites 
respectives W,- et W*. 

En appelant W, le potenliel en*s* on d^montre les relations 

W,= W 

W,= W*+2*p,. 


3 . Etudions maiatcnant ces trois sortes de potentiels avec la loi 
detraction de Neumann, c’est-a-dire k la loi xorruspondant u Pexpres- 

. £-~kr * | # 

sion-au lieu de A 6lant une constante positive. 

r r * 


I,e potenliel ^le volume est celte fois 

V(t, v K, Z)= ff jf p(«, l >. 


<*— 

c )-c/a */6 */c, 


le potentiel 6l6mentaire —p~~ satisfait (comme on peut ais6ment le voir) 
a la relation \ 

AV = A'V, 


il en r^sulte que si le point m est exterieur aux masses attirantes, on a 
aussi 

(a) # AV(r t r, :)=AiV(/ j,:). 

Cherchons, ce que devient cette Equation quand m appartient an 
domaine D. Pour cela consid^rons autour du point m un petit volume 
(une sphere 2 de centre m, par efcemple et de ra^on assez petit pour 
qu'elle soit contenue entidrement dans D). Nous appellerons D 4 et Dj 
les deux portions de D s6par<$es par cette sphere, D a 6tanl la portion qui 
conticnt mk son intSrieur. En d^signant par V t et V* les potentiels pro- 
lenant de ces deux domaines, nous aurons 

V = V, +V*, t AV = AV,-hAVi; 

* 

or 

AV» =* A-’V t , 
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puisque m est extirieur 4 D,; d’autre part, 

k l r 


i "5 




, r .^p dadbdc. 


La premiere integrale (appelons-la W j) n’cst autre qu’un potentiel new- 
tonien; on a done 

AWi = — \ 

Pour la seconde, W 2 , on voit tr£s ais^ment que AW 2 est infiniment 
petit avee le rayon de la sphere £. On aura done finalement, en faisant 
tendre ce rayon vers tiro, 

(?) AV = A*V — z). 

Les equations (a) et (j 3 ) remplacent respectivement liquation de 
Laplace et celle de Poisson relatives au potentiel newtonien. 

Aucune difficult^ sp^ciale ne se pr6sente dans Petude du potentiel 
de simple couche : ' 

Dans lesformules qui donnent les derives normaies en un point dela 
surface, on se bornera a remplacer^ par — 

Enfin on aura pour le potentiel de double couche 

= f I Tn ( V '-) » * =ff- Tr irr) » *■ 


en tenant co tuple de ce que 


cos 0 — - 


dr 
dn - 


On trouve encore, conime jdans le cas du potentiel newtonien, 

W, = W,+ a**, 

W e = W,— a*p,. 

Cette £tude preliminaire etant terminle, nous allons maintenant 
nous poser divers prohlemes sur Vequation 

(t) AV = A • V. 


A, Nous 6tudierons en premier lieu le probldme de Dirichlet : 
titaiit donnee sur une surface ferntee S, une fonction de point U s 
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continue etborn4e\ chercher s'it exisle une folalion de (i) uniform# 
el continue ainsi que ses derives* des deux premiers ordi*e$ & I'inUt* 
rieur de S et eg ale sur la surface h la fonction 


Nous Stablirons d’abord que (comme pour liquation de Laplace) ii > 
est impossible que ce problem© admette deux solutions dislinctes . 
il nous suffira ^vldemment de montrer que si \J S est identiquement 
null©, il n'y a pas d’autre solution que z6ro. Lne solution non nulle, 
admettrait, en eflet, k Pinterieur de S soit un maximum positif, soil un 
minimum n£gatif« Cela est impossible, car on auraifc par exemple eu 
un maximum^positif 


d*\ 

0 X* 




<)jri 


$o, 


d*V . 
fry 2=0 


(V > o), 


\ 


ce qui est incompatible avec Inequation (i). 

Nous alions voir maintenant qu’il existe effectivement une solution 
que Ton pout considerer cominfe un potentiel de double couche produil 
par des m assess parties sur la surface S,-la density Slant p s au point s. 
Tout revient & montrer que Ton peat determiner sur la surface, la fonc¬ 
tion de point p xi de manure qu'il en soil bien ainsi. U, >era alors la 
fonction vers laquelle tend le potentiel en question lor>qu'on s’approche 
de la surface par 1 ’interieur; e’est ce que nous avions appeU W,. En 
un point s le potential W, a pour expression 


W,= J j'f(r)co$i.ppch. ' 


cl l (j—. 

/(/•) etant la fonction — ^ es points s cl p. 

On a 

W, 4 * 

j^eslKi-dire 1 > 

% 

( 7 ) jyi*)****■?p d ° < '• 


On est done conduit a envisager Inequation de Fredholm 

r r * v 

(9) J J A ') ? • h> dj » ~, 


qui est dtt type de liquation ( 5 ). Nous avons vu que la solution de cello 
equation pout se developper en serie suivant les puissances de pouevu 
que ). soit assez petit. L& valour de ) qui nous int^resse est —' t. If npMs 
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sutfira dope de faire voir que les valeurs singuli£res de X pou I’^qua- 
lion (8) seal de module sup^rieur a un pour pouvoir r^soudre le pro- 
bldme par ce d£veloppement en serie pt nous 6viter de recourir aux 
formules compliqu^es de Fredholm. Les raisonnements que nous aliens 
faire ne sont d’ailleurs valables que pour o, et la simplication intro- 
duite ne peut done pas s’etendre a l’equalion de Laplace qui correspond 
h k — o. Nous ntontrerons en premier lieu que les valeurs singulieres 
de X sont toutes r£elles, nous verrons ensuite qu’elles sont bien, en 
valeur absolue, stip&rieures h l’unit£. 

Nous raisonn^rons (ce qui revient au ni^me) sur liquation associee 
de (8). 11 faut, pour 1’obtenir, intervertir dans le noyau f{r) cos<p, les 


Fig Ci. 



points s et p. II n’y a aucun changement pour r et 9 devient ^ comme on 
le voit sur la figure. Liquation associee esl done 


? " Ch = 


2 * 


Suit X 0 une valeur singulidre; on pourra obtenir au moins une fonc- 
lion p s non nulle et satisfaisanl ft l’equation 

?/- f j— o. 


Considerons alors le potentiel V que produisait cetle densite repartie 
en simple couche sur la surface; il a pour expression 



Les relations qui auparagropheSdonnent 


dV 

dn 


d\_ 

dn 


deviennent aloi * 


d\' d\ 

(Hi Un 3=5 * 1 

S: + * *ff A ’ )? " 008 • ,h = 





Vti AHtt 


12 



17 * 

c’est-4-dire 
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< 9 > 7 fc 7 M ~ *• [ 7 Sr + <6* J 

Supposons. que X« .soit complex? el po>.ons 

X» — x -f i £ O ^ oL 

V et V' seront alors complexes e» nouu poserona 
v = \ 1 *+■ i v*, v # s= v;-wv 


Sur la surface, on a d'ailleurs 

\ -V, 

c’est-a-dire 

\ ( »\, el V*«V s 


L’equation (9) donne, en 6galant les parties reellcs et ies paities ima- 


ginaires 

t/V', 

d\y 

\d\\ . d\ K 1 


r tA J </\ 2 ] 

(io) 

ur 

—-*■ —:—* sr: X 

dn 

///e ^ £//i. 

dn dn J 

("»') 

flV' 

d\\ 

r^A' <iv s 1 


[d\ t ,/Y, I 

fin 

dn ~ * 


[-dn + TGr\ 

* 


1 


% 



Multiplions (10) par V 2 , (io)' parV, et re tranc lions, nous obticndmu* 
aisement apres avoir mt^gre sui la surface 



{3 etant different de z6ro, la quantile entre crochets devia elie nulle (*). 
Mulnplioiis maintenanl (10) pai V t ct (io) ; par V 2 , ajoulous-les 
et int6grons sur la surface S. 11 \ient alors 



( J ) La formate dr Green doom en elfrl 
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\ 

<HaiU different de — i, on ddduit de (i j) et de (i i'), 


(u) 


ff v ' tk 41 + f /' • Sr <h “" 


On a, d’apr&s lt»s fonnules pr&lijninaires de Green, 


V pouvant represented Tune quelconque des quatre fonctions V,, V 2 , 
V', V' r 11 on resuUe que dans les Equations ( 12 ), les deux termes de 
chacun des premier^ membres ont m^me signe; on en conclut 



re qui, d’apres (i 3 ), pe pent avoii lieu que si 


alors 


V,= 


: v', = v; 


O , 


/d\' <i\ \ J_ 

\dn dn } \ n 


11 y a contradiction. Nous sonimes done assures que l 0 est un nomine 
irel. 


I/Equation (9) peut s’£crire 


\ 

(in 


d\ 

dn 


d 'T : 




re qui, en integrant sur la surface, donne pour A 0 la vale 11 r 



puisque Ton a sur la suifaee 


Dans la forniule (i3), Fintegrale eH etendue a rint^rieur ou a l’exl£- 
rietir de S suivant qu’il s’agit de V ou de V'. Cette integrate est posihxe 
dans un cas, negative dans Paulrc et 1’on a 



d\ , 



d\ ' . 

-r—dr; > o. 
dn 



tl en resulte 


chapit*e H . 


| ^0 | ^ 


L’6galit6 no serait possible que si Ftine des deux integrates envisages 
etait nulle. Soil par example 



V -T~ <*J : 
dn 


o. 


tl en resuite d’apres (i 3 ), que V est identiquement nul a Pirtterieur de 
la surface et par consequent aussi sur la surface. Ceci entratne 



puisque V = V' sur la surface, de sorle quo V' serait nul & l'exterieur; 
p serait encore identiquemenjt nulle ce qui est contradictoire avec nolic 
Hypothdse. On a done bien )X j > i et la solution du probleme s’obtient 
en faisant X =— 1 dans la serie solution de liquation (8). 

Ces raisonnements, bases sur ce que U doit £lre nul si Ton vent que 
le second me nil) re de liquation (« 3 ), 


///[(SHSHsr h***- 

soil nul, lie s’appliquenl plus si k — o. Dans *ce cas d’ailleui^ ) = i est 
line valour singulicre. L’cquation 

x r r cos 9 

- 7 V?n d '~" 

adniet en effet pour X = i la solution rtou nulle 

p _ const. 


Le cercle de convergence est alois le ceiclc de ia\on an* On lie pent 
pas faire } — — t. 


5 . Le pi ob Id me de Neumann conduit a une equation de Fredholm 

analogue. On se donne cette fois sur la sui/ace — et non plus \ . 

Conlrairement a ce qui so passe pour liquation de Laplace, pent dive 

prise quelconque sans qu’il soil ntfeessaire de la soiimeltiea la condition 
restricts e 


r rd\ 
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Ol* obtieot imnt&Uatement 1’^qtiatiou 

qui est au fond une Equation associee k la pr£c£dente. Les valeurs sin- 
guli&res de X restant les mfimes, tout ce que nous avonS dit reste valable. 

6, Nous examinerons enfin, le probleme de la distribution de Velec- 
tv icite en equilibre sur un conducteur C, contenant une charge 
donnee sous Vinfluence de masses electriques fixes connues. Nous 
supposons toujours, bien enteridu, que Ton remplace 

i par so) 

11 sera necessaire de disliuguer sur It* conducleur une distribution 
superficielle avec la densite superficielle p,, et une distribution cn volume 
avec la density p 2 . Soit en un point (x, y, z) y U le potentiel du aux 
masses fixes, V, le potentiel du a la couche superficielle, V* le potentiel 
relatif aux masses reparlie^ en \olume. Le potentiel resultant sera 

V = V, ~+ v*~+-u. 

Les masses <kmt en equilibre, le potentiel V a l’int^rieur du conduc¬ 
teur dcvra £tre constant. On a d’ailleurs k l’interieur de ce conducteur : 

A\,_A*V,. A\\> = A 2 V»— '*-?*, AU = k* U, 

AV = — \x ?i . 

Le potentiel etunt constant, on a necessairement 

A*\ 

?2 - — • 

d\ 

Do plus jjjj- o»t nolle sur ionic la surface du conducteur, 

rj\_ r/Vj M _ 
tin 1 dn ttn 

ce (jui donne 

r Cn * , v rfv, du 

00 -Sitpi,. J t /./('■)cos-j/.o -Jfc -f- = 0, 

^ est (l’nilleurs une fonction connue dc s multipliee par le facteur, jus- 
<ln 

d\J 

qn’ici ind^termiiie o 2 ; quant a ^ e’est une fonction connue dependant 
uniqnement des masses fixes. 
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L’equaliou (i 4 ) n’est autre que 1 ’iquation iutegraly deju rencontree 
d.ins le problem® <lo Neumann. La solution conliondra la constante p* 
jusqu a present indOterminOe et sera de Ja forme 

?t = AjPi-+- 

dS ■* 

A, prmenant do -j~ ne drpend pas des masses electriques exterienres. 

et Bj provient uniqueinent des masses fixes donnees. 

Moutrons quo si l’on prend pour p 2 une constante arbitraire et pmir o, 
la solution eorrespondante de (i 4 ), on obtient bien sur le conducleur, 
un equilibre eleclriqtie. Soil en eflet, V le potenliel correspondant a cos 
densiles; on a bien sur la surface 

d\ 

ITn ~~ 

puisque liquation (i 4 ) <*st satisfaite. 

Posons aiors 

— 1w. 

Nous avons t 

AW - A- AN'. AV =. A A — \ r. ? , 

et par conNequent 

A 1 \\ A - W . 

D’aulre part 

d \S , dX 

~i/n = *• Tn = "■ 

Li fonmile (i 3 ) montre que si = o, la fouctioit W esi millr a 1*111- 
terieur; on a done 

W \ 

II a a done bien equilibre, le poleutiel i^tanl duilteurs lira la deiiMle par 
la ivi tlioti 

A*\ \z ?s . 

AcbevoiiN inaintenanl de re&oudre le probleim* en determinant y 2 ■ 
Nous eeriions pour eela que le condueleur coulient uiteeli ir«*e doimee ( K 
I/equation donnaut o* scent itnniedt itement 

1 K f ^ j iff { * 

K riant le \oIume du rondueteur. 

(Vile equation determine bum o_, m itnitefoi' l<* mellieient tie *j> nV*f 
pas nnl. 
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Rcmarquons que A, et K sont tout k fait ind£pendants des masses 
ext6rieures. Siipposons qu r il n’y ait pas de telles masses; B, est alors 
identiqucment mil. Dans ces conditions, si 


-//*• 


di 


6tait nul, on pourrait, en prenant p 2 arbitrairement, associer a la charge 
de volume line charge superficielle telle queQsoit nul etque le tout soil 
en Iquilibre sur le conducteur, aucune influence exterieure n’agissant. 
Le potenliel total est ici 

V = v,-h v 2 , 

avec a l’interieur de S 

A*V — 4 *p* 

et a l’cxt6ricur 


sur la surface. 

On a d’ailleur' 


A* 

V — 4*1 


AV =r k 

id£es que ( 

d\\ 

_ dX l 

dn 

dn 

d \" 2 

_ dV> 

dn 

dn 


puisque V 2 est un potenliel de volume. 

11 en resulte 

d\' d\ 

- 7/77 ^ 1 ^*- 


dn 


el 


dn 

dV 

dn 




puis(pie V est constant a rinterieur. 

Or, V elant positif sur la surface et s’anmil.ml a l'infini, V est done 
croissant lorsqu'on s'approche de la surface, et l'on a 

dV . 

7 ->o ? 
dn “ 


pi, c est alors positif on mil, et la masse 6 leclrique Q ne pent £tre nolle 
puisqtnm a aussi suppose p 2 positif, 

Lhypolliese 

I J A /# drs -r- K o 
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cntraine done contradiction el l'on a 

K / ( A p ih 


ce qui rSsout enlterenwitl lo problemc. 
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